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EsErcizio 1 Sia X = {a, b, ¢, d, e}.

Dire quali tra le seguenti famiglie di insiemi é una topologia su X.
(a) {X,0, {a}, {b}, {e}, {a. e}, {b, e}, {a,b,e}, {a, b}

(b) {X,0,{a},{c} {a,b},{a,b,d},{a,b,d, c}}

(c) {X,0,{a},{b},{a,b},{a,b,c}, {d, e}, {a,d, e}, {b,d,e},{a,b,d, e}}

EsERCIZIO 2 Sia X un insieme e A C X. Mostrare che
r'={YycX|AcY}u{0}
¢ una topologia su X. Che topologie si hanno quando A =0 0 A= X7

ESERCIZIO 3 Sia {7;}ier una famiglia di topologie su X. Mostrare che [ 7; ¢ una topologia su
el
X. Cosa si pud dire per 'unione?

ESERCIZIO 4 Dimostrare che ognuna delle seguenti & una distanza su R™:

(a) di(z,y) = ||if —yll;

(b) da(x,y) = Z i — vil;
i1

(c) d3(z,y) = m?XﬂiUi — il }-

Dimostrare inoltre che queste distanze sono topologicamente equivalenti.
Per n =2 e R > 0 fissato, disegnare il disco di centro (0,0) e raggio R rispetto dj, da e d3.

ESERCIZ10 5 Si consideri lo spazio topologico S = ([0,1)\{3}) U {3}, con la topologia indotta
dalla topologia euclidea su R. Si trovino in S:

un sottospazio aperto e chiuso;

un sottospazio aperto ma non chiuso;
un sottospazio chiuso ma non aperto;
un sottospazio né aperto né chiuso.
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Si calcoli 'interno e la chiusura di S e i suoi punti di accumulazione.

EsErcizio 6 Sia X := {(x,y) € R? |22 +y?> = 1, zy > 0} dotato della topologia indotta
da quella euclidea su R2. Dopo aver stabilito se X & aperto e/o chiuso in R?, mostrare che
Y = {(x,y) € R? |22 +y%> =1, 2 >0, y > 0} é chiuso in X ma non in R%2. Mostrare inoltre
che Y é anche aperto in X.



ESERCIZIO 7 Si consideri R dotato della topologia cofinita. Si discuta la continuita delle seguenti
funzioni:

3 sex =1
f(z) = { 22
L sex#£1
g(z) :=sinzx
Si caratterizzino poi le funzioni continue da (R,C) a (R,C).

EsERCIZIO 8 Dimostrare che se X & uno spazio topologico che contiene un numero finito di
punti, ognuno dei quali é chiuso, allora X é discreto.

Esercizio 9 Uno spazio topologico X si dice irriducibile se dati comunque due chiusi X7, Xo
tali che X = X; U X5 risulta X = X; oppure X = Xo.
Sia X uno spazio topologico. Mostrare che sono equivalenti:

(a) X & irriducibile;
(b) VA1, Ay aperti non vuoti di X, A; N A # 0;
(c) VA C X aperto non vuoto, A = X.

EsERCIZIO 10 Mostrare che i sottoinsiemi di R chiusi e limitati rispetto alla topologia euclidea,
con 'insieme vuoto e tutto R, definiscono i chiusi di una topologia strettamente meno fine di
quella euclidea.

EsERCIZIO 11 Sia X un insieme infinito, munito della topologia cofinita. Si dimostri che X non
& metrizzabile.

Esercizio 12 Dimostrare che i seguenti sottoinsiemi di R™ non sono aperti rispetto alla distan-
za euclidea:

zr, Q" {z eR": z|| <1}, {z e R": ||lzf| = 1}



