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Esercizio 0 In R, munito della topologia euclidea, calcolare il derivato dell’insieme
{

1
n , n ∈ N

}
.

Esercizio 1 Sull’insieme N dei numeri naturali si consideri

T := {∅,N, {n ∈ N : n ≥ i}i∈N}

(a) Dimostrare che T è una topologia su N.
(b) Trovare i punti di accumulazione dell’insieme {3, 7, 51, 107}.
(c) Determinare i sottoinsiemi A di N tali che A′ = N.

Esercizio 2 In R, sia S il sottoinsieme definito da

S =

{
n

n+ 1
, n = 0, 1, ...

}
(a) Dimostrare che S̄ = S ∪ {1} nella topologia euclidea.
(b) Dimostrare che S̄ = R nella topologia cofinita.

Esercizio 3 Siano X,Y spazi topologici, f : X −→ Y una funzione continua e iniettiva, e sia
Z ⊂ X.

(a) Dimostrare che f(Z ′) ⊂ f(Z)′.
(b) Stabilire se l’asserzione (a) è vera se f è continua ma non iniettiva.

Esercizio 4 Verificare che gli insiemi [x, z), per z > x, formano una base locale in x per una
topologia K sulla retta reale, detta la retta di Sorgenfrey.
Quali intervalli della retta reale sono aperti in K?
Trovare la chiusura dei seguenti insiemi in K:

(a) Q;
(b) { 1n , n ∈ N};
(c) {− 1

n , n ∈ N}.

Dimostrare che K non soddisfa il secondo assioma di numerabilità.

Esercizio 5 Sia K la retta di Sorgenfrey e, per ogni λ ∈ K, sia f : K −→ K la funzione
definita ponendo f(x) := λx per ogni x ∈ K.

(a) Discutere la continuità di f , al variare di λ ∈ K.
(b) Determinare i valori di λ per cui la funzione f è un omeomorfismo.

Esercizio 6 Uno spazio topologico X si dice irriducibile se dati comunque due chiusi X1, X2

tali che X = X1 ∪X2 risulta X = X1 oppure X = X2.

(a) Dimostrare che ogni spazio discreto con almeno due punti è riducibile.
(b) Dimostrare che la retta euclidea reale è riducibile.
(c) Dimostrare che ogni spazio infinito con la topologia cofinita è irriducibile.
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