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Esercizio 1 Sia

In := [an, bn]

una successione di intervalli chiusi e limitati di R tali che In+1 ⊂ In per ogni n ∈ N. Dimostrare

che, se lim
n→∞

(bn − an) = 0 allora
⋂

n≥1 In è non vuoto e consiste di un solo punto.

Esercizio 2 Sia X uno spazio metrizzabile con distanza d, e siano A, B sottoinsiemi chiusi

non vuoti di X. Poniamo:

d(A,B) := inf
a∈A,b∈B

d(a, b)

Dimostrare che se A oppure B è compatto allora

d(A,B) = 0⇔ A ∩B 6= ∅

Dare un esempio in cui A ∩B = ∅ e d(A,B) = 0.

Esercizio 3 Dimostrare che Pn(C) è compatto per ogni n ≥ 1.

De�nizione Sia X uno spazio topologico. x ∈ X si dice un punto isolato di X se {x} è aperto

in X.

Esercizio 4 Sia X uno spazio topologico non vuoto, di Hausdor�, compatto e che non ammette

punti isolati.

(a) Provare che, dati un aperto non vuoto U ⊂ X e un punto x ∈ X, esiste un aperto V ⊂ U
tale che x /∈ V .

(b) Provare che X è più che numerabile.

Esercizio 5 Dimostrare che ogni intervallo chiuso della retta reale è più che numerabile.

Esercizio 6 Veri�care, utilizzando la de�nizione, che Rn è uno spazio paracompatto.

Esercizio 7 Dimostrare che Q, con la topologia euclidea, non è localmente compatto.

Esercizio 8 Stabilire se N, munito della topologia generata dagli insiemi {2k, 2k + 1}k≥0, è
compatto per successioni.
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