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. Per quali valori di k € R il seguente sistema e compatibile?

20 4+y= -3
{x—Zy:—E)
v +4y =k

Risultato: Per k = —1.
Al variare di k € R, studiare il rango della matrice

1 0 k -1
2 3 k-1 1
-k -3 1 -2
Risultato: Per k£ # 1 il rango e 3; per k = 1 il rango ¢ 2.

Calcolare il determinante della matrice

1 k 1
A= k 4 0
2 1 -1

Risultato: det(A) = k? + k — 12.
Per quali valori di k£ € R la matrice dell’esecizio 3 e invertibile? Risultato: Per k # —4, 3.

Se A € M3(R) ¢ tale che A% =3I, A ¢ invertibile? Motivare la risposta.
Siha A-A%/3 =1, quindi A ¢ invertibile e A™! = A?/3.

Studiare, al variare di k € R, la risolubilta del sistema

r—2y+3z=2k
3r — 4y + 2kz = -2
—kx+4kz=0

Risultato: Il sistema & compatibile e ammette soluzione unica per k # 0, 1; &€ compatibile con infinite
soluzioni che dipandono da un parametro per k£ = 0; non € compatibile per k = 1.

Risolvere il sistema dell’esercizio precedente per k = 0.

Risultato: Le soluzioni sono le terne della forma (6t — 2, %, t) al variare di t € R.

. .. . sinf cosf
Determinare la matrice inversa della matrice . .
—cosf sinf
. . N . sinf —cos@
Risultato: L’inversa ¢ la matrice . .
cos sin @

Siano u, v, w vettori di uno spazio vettoriale V' tali che u, v sono linearmente dipendenti. Mostrare che
{u,v,w} formano un insieme dipendente.

Soluzione: Siccome u,v sono dipendenti, esistono a,b € R, (a,b) # (0,0) tali che au + bv = 0; ma
allora au + bv + 0w = 0 & una combinazione lineare nulla a coefficienti non tutti nulli, quindi i vettori
u, v, w sono linearmente dipendenti.

Per quali & € R si ha che i vettori di R* v; = (1,1,k,—2),v2 = (1,k,1,1),v3 = (k,1,1,1) sono
indipendenti?

Risultato: Per k& # 1, 2.
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Determinare una base ortogonale e la dimensione per il sottospazio di R*
S ={(x,y,z,w) €R*| 3z — 2w =0, ey — 3z = 0}.

Determinare una base e la dimensione per il sottospazio T = {(z,y,z,w) |z + 3y — z = 0} di R™.
Determinare una base e la dimensione di SN7T.

Risultato: Una base ortogonale ¢ Bs = {(2/3,0,0,1),(0,3,1,0)}; la dimensione di S ¢ due. Inoltre
Br =1{(1,0,1,0),(0,1,3,0),(0,0,0,1)}, dimT=3; Bsnr = {(-8,3,1,-12)}, dim(SNT) = 1.

Sia A un sottoinsieme di uno spazio vettoriale V', con Oy € A. Mostrare che I'insieme A ¢ dipendente.
Soluzione: Sia A = {0,vy,va,Vvs,...}, esia 0 # a € R. Si ha che a0+ 0v; +0va+0vs+... =0 & una
combinazione lineare nulla a coefficienti non tutti nulli (perché il primo coefficiente, a, & non nullo).
Quindi A & un insieme dipendente.

Siano u,v,w vettori di uno spazio vettoriale V. Mostrare che i vettori u,v,w,2u — v + 3w sono
dipendenti.

Soluzione: la combinaozine lineare —2u + v — 3w + (2u — v 4+ 3w) = 0 & una combinazione lineare
nulla a coefficienti non tutti nulli, quindi i vettori sono linearmente dipendenti.

Sia A € M, (R). Mostrare che A + AT & una matrice simmetrica, e che A — AT & una matrice
antisimmetrica. Mostrare che ogni matrice si puo scrivere come somma di una matrice simmetrica e
una antisimmetrica.
Soluzione: Si ha (A + AT)T = AT + (AT)T = AT + A = A+ AT quindi A + AT & simmetrica. Si
ha (A - AT)T = AT — A= —(A - AT) quindi A — AT & antisimmetrica. Ora la scrittura richiesta &
A= Ay amaT)
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