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PROPOSIZIONE. — a, converge a zero se ¢ soltanto se |u,| converge a zero.
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Ricordiamo che una successione a, & limitata se esiste un numero M > 0
tale che

(22.3) fa,l <M, ¥V ne N

Ricordiamo inoltre che una successione che converge a zero si dice infinite-
sima.

TEOREMA DEL LIMITE DEL PRODOTTO DI UNA SUCCESSIONE
LIMITATA PER UNA INFINITESIMA. — Se a, & una siccessione limitata e
b, 2 una successione che converge a zero; allora la successione prodoito a,-b,
Converge a zero. ' :
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(24.1)  a, strettamente crescente: a,<3,,;, VneN;
<38,,1, VneN;
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(24.2) a, crescente: a
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(24.3) a, strettamente decrescente: a
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(24.4) a, decrescente: a
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TEOREMA SULLE SUCCESSIONI MONOTONE. — Ogni successione
monotona aimmette limite. In particolare, ogni successione monotdna e limitata @
convergente, cioé ammelte limite finito.
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Consideriamo ora il caso di una successione a, crescente e non limitata (superiormente).
Fissato M > 0 esiste v € N tale che’a, > M. Dato che a, & crescente, per ogni n > v risulta
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Dimostrazione della (25.11): la tesi &

1 n 1 n—|
(25.13) a“=(1+_) ga“_|=(1+ ] ‘

n n-1

Eseguendo la somma delle frazioni, si pud scrivere in modo equivalente:

(25.14) (n - l)n z (n - 1,)n ' (n s l];

ciog ancora

(25.15) (“2 - 1)" -1
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E conveniente isolare come addendo 1, nel modo seguente:

(25.16) {1 = —15] >1-1,
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1 n+l
(25.18) W=O+J .

Per ogni n € N si ha

(25.19) b,,=(1+1)"-(l+ﬂ=a,,-(‘l+%)>a,,.

n

Proveremo che b, & una successione strettamente decrescente; dato che a, & (stretta-
mente) crescente, ne segue che

Limiti di successioni 83

(25.20) a <a,<b,<b, Vnz2
e quindi, essendo a; = 2, b, = 4,

(25.21) 2<a, <4, ¥ne N:
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CRITERIO DEL RAPPORTO (PER LE SUCCESSIONI). — Siag a, una
successione a termini positivi. Definiamo b, = a,,, / a,. Se la successione b,
converge ad un limite b < 1, a[lora la successione a, fende a zero.
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