
 

Date A ematina voglio

scriverla in modo da poter calcolare

l'esponenziale A D N Dinto
6

diagonali ahi Lapotente

LEMMA 1 se VI Va V2
e AVEV AVEV

allora posso rappresentare A tramite

una matrice e blocchi

DIM

prendo una base per V1 E _In
una base per I 5 _Igmh
Lo
È E'AL B

B è diagonale e blocchi

dimostra direttamente infatti



L'È Ei
i È

se osa

te
se i la

E Sith

e per ipotesi di stabilità Af è combinazione

lineare degli f Abs

stesso per 19 AG È D
Fisso Ssh

Be L'Af L 24,8 24.5
J 1

ma per definizione BG Ii B ei

quindi se je h By s dj se LE h

By o altrimenti

Ripeto per J h

B Hg
dematchxh

pemetlm hxm.tn

G se A la n autovalori dont

allora è dragonalizzabile

al 1 le



matrici Auto aggiunte
A è auto Aggiunta se A

LEMMA

se 7 e speciA 7 è reale

infett Av Av implica

ANN Ami

N ÀN NAO MAN Tiri

st'Fi autoaggiunta autovettori relativi e

autovalori diversi sono d

infatti Av an e Aw nn
implica che

4 AN AND
a µ WA O

11

LATINI LAW MAN a è WIT

Nota bene
se A è autoaggiunta e reale gli

autovettori E



Teorema spettrale A autoaggiunta

è diagonalizzabile

Dimostrazione 1 ma Vi l'auto spazio dell'autore

ai nevi Austin

sia V Vi e consideriamo

il complemento ortogonale di V in 12

E VOW WSV

si W O allora ha finto perche

costruisco una base ortonormale in ciascun Vi

le matrici O con colonne tale base è centone

le colonne sono d e diagonalizza

se dimW 31
ora prendiamo un no Vi Austin
v AW sai UN O Wav

Aw V Avev

quindi W è stabile per A
m



allora per il Lemma I una base per Ii

su un A è diagonale e blocchi

al gpgfrsosashngif.siorto normali WSV

quindi L è unitaria

ora B ha almeno 1 autovalore

il che vuol dire che c'è un autovettori in W

Ma Wnv o e V contiene tutti gli autovettori
e ottengo un assurdo

Nota Bene

A Editti ti è la protezione

ortogonale su V

Dim 2 per induzione sulla dimensione

considero N A DI e determina

Ken N che non è ò dato che 2 è un

autovalore chiamo da s dem Ke N

d è la molteplicità geometrica di an



Suddivido CI Karin W

dove W è il complemento ortogonale

di Ken N posso costruire una base

ortonormale i cui pruni da vettori sono

nel Ker La matrice L del cambio di

base quindi è UNITARIA

infatti le colonne di L sono i vettori di b

dato che sono ortonormale LLI A

UE L E UNITARIA

pongo Bs L AL dolo che L L

ed è autoaggiunta B è ancora

auto aggiunta
D'altro canto dato che Kerib DI aspet e ba

il Ken è generato dai pressi di vettori della

base B I

fiet



ma dato che l'a matrice è AUTOAGGIUNTA

allora Bis è so quindi B è diagonale

a blocchi

in

I
inoltre dato che Ken B 2,11 Spencer ed

Be I è INVERTIBILE B non ha

7 fra gli autovelon di molteplicità

algebrica dell autovalore as

Rem il polinomio caratteristico è uguale

in qualsiasi base

Decomposizione di Jordan

data una matrice A e A1 An
i suoi autovalori Scelgo un autovalore

che chiamo da



N A AI KNIN Ò

chiamo da dem Ker N moltep geometry

OSSERVAZIONE se costruisco una base mi

cui i premi di vettori sono un Km N

e scrivo A un tale base

A ns

f
ma Non necessariamente

Bio

calcolo ka N s Knin ska N etc

dato che sono tutti sottospazi in C

e un certo punto Ka N Ken N

ma se il più piccolo numero per cu

è vero

noi vi men p te ha K kun

Nota Bene Ker N Karin fuso

infatti se Ka N Ku N



se ve Kain N r oallora

si ha No E Ku N Karin

quindi N No NU'o o

ne kn CN s Ku Non s Ku Nuti

che implica che gli spazi sono uguali

Nota bene 2 Ku N MEM NU Ò

infatti se NE Ku CN No o

e NeImCN In Non v

allora NYU NUN so

ne Ku N Ku N o Non so

Quindi 4 Ku N Im N

chiamiamo ma dem Ku N

e costruiamo una base in cui i primi

ma vettori sono nel Ku Ni i restanti

in Im NU ma La la matrice
del cambiamento di base



B LI'AL M LING B AI

M
fig

don che i

pressi m vettori

sono nel Kulm

ma dato che Empi 9m sono una base

per Im Mo

riff.tt

Un 1

n
f f

Bri

quindi 2 so e M è diagonale

a blocchi

qundi M f
p deve essere invertibile altrimenti ho degli
ora naturalmente ulteriori vettori nel 1

M commuta con M quindi se rappresento



M a blocchi rispetto a

4 Ku N Im N

i it

ftp.kti

dato che f è invertibile

o M M

40
FA Cy

Masso

MIR o

Ho dimostrato che L'INL M è

diagonale e blocchi

Iff
a

p mà
e mai



Dimostrazione alternativa t elegante
Ma ke N che Im N sono stabili

rispetto all azione di N

DIM se NE K N

allora No e Ken N per definizione

ma dato che Ken N KenNo

allora No eka No e Knin è stabile

d'altro canto se NE Im No Io

allora I n NUN so NONN No

Im N n Knin È allora No 0

e Ws Nn soddisfa Now No quindi

No E Im No

Quindi per il Lemma 1 I una base

in cui N è diagonale e blocchi

la stessa base che abbiamo costruito

prima G



m.in ftp.t
ora Ken M Span es Ema

Im M Span amati Fn

anna M ft

ma MI P deve essere invertibile

Me è invertibile

Ritorniamo alla matrice di partenza

ponendo B L'AL si ha

B AI D quindi

B Ijn



I

pre calcolo i polinomi caratteristico

di B che è a quello di A

dit B A1

dit Martta 1 ht Math 2

ora dato che Mpr è nilpotente

dit Mart d d 1 a 25

inoltre dato che Me è invertibile

dit M 7 7 1 non si annulla

un 7 A

quindi mi molteplicità algebrica
di Ia

In conclusione 4 Ku N Im N

definisce una base che coniuga A



in forma diagonale e blocchi

han ftp.m.d.tt

per costruzione gli autovalori di

Bas attore

sono 22 a tutti gli autoveld A
tranne 11

inoltre Bas 17 Man D Nn

diagonale t nilpotente che commutano

Ora siamo pronti a dimostrare la

decomposizione di Jordan per induzione

sulla dimensione

sia A e Mat non allora I L invertibili



tale che L AL D N

con D N so D diagonale e N

nilpotente
Equivalentemente A Ast A con

A dragonalizzabile

Aa sul potente e A A o

Se m 1 è ovvio

Supponiamo che la decomp ma vera

fino a noi e dm per Mat non

Dala A e Mat non e ne 2 un suo

autovalore seguo lo schema descritto prima

AL 1 3



Per ipotesi induttiva dato che B è

di dimensione più piccolo d A si

può scavare in blocchi di Jordan

né Da N E LI B L con

La E Mat m m x m m Da N o

ma allora

Ittiti

it


