12.1. L’integrazione

Come il calcolo differenziale, anche la teoria dell’integrazione si estende a funzio-
ni di piu variabili. Per semplicita, ci limiteremo anche qui — almeno nelle dimostra-
zioni dei teoremi — al caso di due variabili. Avvertiamo comunque che i risultati val-
gono con le opportune modifiche anche per funzioni di n variabili.'

Per quanto riguarda la definizione di funzioni integrabili, non c’¢ grande differen-
za rispetto al caso di una variabile: il solo punto di una certa rilevanza consiste nel
fatto che mentre in una variabile gli integrali si facevano prevalentemente su un inter-
vallo, ora non ci sono domini di integrazione privilegiati. I pit semplici sono ovvia-
mente i rettangoli, ma spesso si devono calcolare integrali estesi a triangoli, cerchi,
ellissi, o altro.

D’altra parte ci si pud ridurre a considerare sempre I’integrale su tutto R?; infatti se
si vuole integrare una funzione limitata f(x) su un insieme E limitato, bastera porre

>. uguale a zero la funzione f fuori di E. La nuova funzione f*, che vale fin E e zero fuori
di E, sara limitata (perché fera limitata in E) e varra 0 fuori di un rettangolo (bastera
prendere un rettangolo che contiene E). In questo modo, almeno formalmente, si eli-
mina dalla definizione la considerazione dell’insieme di integrazione.
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Cominciamo a dare alcune definizioni. In primo luogo, un rettangolo ¢ il prodotto
cartesiano di due intervalli [a, b) X [c, d), cioé I'insieme dei punti (x, y) € R che
hanno la prima coordinata x in [a, b) e la seconda in le.d):?

R=la.b)X|c,d)={(x, VER :a<x<bh,c<y<d)}.
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Operiamo ora una suddivisione di [a, b) in n sottointervalli mediante i punti x, = a.
Xy, X2, ...y X, — 1, X, = b, € una suddivisione di [c, d) in m sottointervalli mediante i punti
Vo= Co ¥ Yo coes Y- 1, Ym = d. Posto I, =[x, -, x;) € Jy = [vi — 1, Vi), il rettangolo R ver-

ra suddiviso in n X m rettangolini R, = I, X J,.
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Una funzione semplice ¢ una funzione che assume un valore costante su ognuno di
questi rettangolini, e che vale O fuori di R. Se indichiamo con A, il valore che ¢ assu-
me in R, avremo

m

p(x) = E 2 Ak Pr, (X)

h=1k=1
dove con @i, si e indicata la funzione caratteristica di R),.
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Per queste funzioni si definisce I'integrale:

m m

J"PdXd..V = 2 2 A m(Ry,) = 2 2 Awem(l,) m(J) =

h=1k=1 h=1k=1
m

= D 2 A (X = X = Vi)
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Definizione 12.2  Diremo che una funzione f, limitata e nulla fuori di un compat-
to, e integrabile (secondo Riemann) se

sup [wdxdy=inf [pdudy. (12.1]
veYS pES"”
In questo caso, il valore comune si chiama integrale della funzione fe si indica con

J.f(x, y)dxdv o pil in generale con ff(x)dx.

Una definizione del tutto simile, con le ovvie modifiche del caso, vale nel caso din
variabili.
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Osservazione 12.1 A volte le due quantita che compaiono a destra e a sinistra nella
[12.1] si chiamano rispettivamente integrale superiore e integrale inferiore della fun-
zione f:

ff(x)dx =inf f(pdx
g’

~ff(x)dx = sup fwdx

ye!t
Una funzione f, limitata e con supporto compatto, sara dunque integrabile se I'integra-
le superiore ¢ uguale all’integrale inferiore, cio¢ se risulta

f_f(x)dx - J:f(x)dx. O
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avremo che

Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f, limitata e nulla fuori
di un compatto, sia integrabile, é che per ogni € >0 esistano una funzione semplice
maggiorante @ e una minorante Y tali che

f pdxdy - [y dvdy < e.
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Definizione 12.3  Un insieme limitato E si dice misurabile (secondo Peano-Jor-
dan) se la sua funzione caratteristica @y e integrabile. In questo caso definiamo misura

di E il numero

m(E) = f¢, dx.
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Cosi facendo, I'integrale di ¢ sara la somma delle misure dei rettangoli R, che
hanno punti in comune con E, mentre I’integrale di ¢ sara la somma delle misure dei
rettangoli R, contenuti in E. La differenza tra i due integrali sara allora la somma
delle misure dei rettangoli che hanno punti in comune con £ ma non sono contenuti in
E, cioe dei rettangoli che hanno punti in comune con la frontiera di E.

Chiamiamo ora plurirettangolo 1'unione P di un numero finito di rettangoli R,
senza punti comuni; e misura di P la somma delle misure dei rettangoli che lo com-
pongono. Avremo allora:

Proposizione 12.1 Un insieme limitato E é misurabile se e solo se per ogni € >0
esistono un plurirettangolo P contenuto in E e un plurirettangolo Q che contiene E,
tali che m(Q) — m(P)<e.

Se E é misurabile, si ha

m(E) = inf{m(Q), Q plurirettangolo, Q D E} =
= sup{m(P), P plurirettangolo, P C E}.

-esast=s1 puo dunque concludere che

un insieme E é misurabile se e solo se per ogni € > () esiste un plurirettangolo Z che
contiene la frontiera dE, con m(Z) < g,

e dunque che

un insieme E é misurabile (secondo Peano-Jordan) se e solo se la sua frontiera dE ha
misura nulla.
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