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J vollipauvuvezza
Un insieme K si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti si puo estrarre un sottori-
coprimento finito ovvero, in formule,

k
(a) K C U E,, FE,aperto — daj,...,ar€A: KC UEai :
€A =1

qui A & un insieme arbitrario (e quindi non necessariamente numerabile) di indici.
Siano, ora, (b) e (c¢) le seguenti proprieta:

(b) ogni successione in K ammette una sottosuccessione convergente in K;

(¢c) K e chiuso e limitato.

Si ricorda che un insieme si dice limitato se esiste una sfera che lo contiene; la (b) viene a
volte chiamata “compattezza per successioni”.

Teorema 1.16 (Bolzano, Borel, Heine, Pincherle, Weierstrass)
Sia K un sottoinsieme di R™. Allora le proprieta (a), (b) e (c) sopra elencate sono equivalenti.

(oo pi feeke X (o) = ()

continua):
Proposizione 1.17 Se E ¢ compatto e f ¢é continua su E allora f(E) é compatto.

Dimostrazione Sia {y*)} una successione in f(E): ovvero esistono z*¥) € E tali che
f(x(k)) — y®)_ Per la compattezza di E e per il Teorema 1.16, esiste 2(¥i) — 7 € E. Se-
gue allora che y*i) = f(z(k)) — f(z):=y € f(E) il che (sempre per il Teorema 1.16)
significa che f(FE) e compatto.

Teorema 1.18 (Teorema di Weierstrass) Sia E un insieme compatto di R" e sia f :
E — R una funzione continua su E. Allora f assume massimo e minimo in E.
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Definizione 1.19 Una funzione f : E C R™ — R™ si dice uniformemente continua su
E se

Ve>030>0taleche |[f(z)—f(y)|<e, Vax,yeFEconl|lr—y|l<d. (1.27)

Teorema 1.20 (Teorema di Heine—Cantor) Sia E un insieme compatto di R™ e sia f :
E — R™ wuna funzione continua su E. Allora f & uniformemente continua su E.

Dimostrazione Procediamo per assurdo usando la caratterizzazione (b) usata nel Teore-
ma 1.16. La negazione di uniforme continuita si legge:

Jde>0taleche V4§ >03az,ycon |x—y| <§tali che |f(x)— f(y)] > ¢, (1.28)

(naturalmente x e y dipendono da £ e J e quest’ultimo & arbitrario). Se scegliamo ¢ = %,

otteniamo che esistono {z(*)} e {y(*)} tali che |z(*) —y*)| < % e |f(z™®)—f(y*))| > e. Poiché

E ¢ compatto possiamo?? estrarre {2(%1)} e {y*1)} convergenti in E, e poiché |z¥1) —y(ki)| <
klj , segue che esiste un unico z € E tale che z = lim;_, zki) = lim; ;o y(ki) . Allora
lim | f(xk)) — f(y*))| = |f(2) = f(2)| = 0 (per la continuita di f) e questo contraddice il
fatto che |f(z*)) — f(y*))| > ¢ per ogni k.
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