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. Sia G un gruppo, e siano H e K due sottogruppi di G. Sia HK := {hk | h €
H ke K}.
a) Dimostrare che se HK = K H allora HK & un sottogruppo di G.
b) Dare un esempio in cui HK # KH e HK non ¢ un sottogruppo di G.
¢) Dimostrare che se K é normale in G allora HK = KH.
. Sia G un gruppo, e siano H e K due sottogruppi normali di G tali che HK = G
e HN K = {e}.
a) Dimostrare che hk = kh per ogni h € H, k € K.

b) Dimostrare che, se hik; = hoks, con hy,hy € H, ky, ko € K, allora hy = hsy e
kl = kz.

¢) Dimostrare che G ¢ isomorfo al prodotto diretto di H e K.

. Dire quali dei seguenti gruppi sono isomorfi al prodotto diretto di due suoi sotto-
gruppi non banali:

a) ZG C) Zg() e) Q g) ZQ X ZQ
b) Zs d) Ds £) Dg h) Sy

. Sia V :=((12)(34), (13)(24)) C S4. Dimostrare che V' & normale in S.
. Dimostrare che A5 é 'unico sottogruppo normale di Ss.

. Sia GG un gruppo e H, N due suoi sottogruppi.
a) Dimostrare che, se H e N sono normali in G, allora H N N ¢é normale in G.
b) Dimostrare che se N ¢ normale in G allora N N H & normale in H.
c¢) B vero che se N ¢ normale in G allora N N H ¢ sempre normale in G?

. Sia G un gruppo di ordine 2n e H un sottogruppo di G di ordine n. Dimostrare
che H é normale in G.

. Sia Z(G) :={r € G| xg = gz Vg € G} il centro di G.
a) Dimostrare che G ¢ abeliano se e solo se Z(G) = G.

b) Dimostrare che ogni sottogruppo di Z(G) ¢ normale in G.
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¢) Dimostrare che Z(G1 x Gq) = Z(G1) x Z(Gs).
d) Determinare Z(D,), Z(Ds), Z(Dg) e Z(Ss).

Sia G un gruppo e g un elemento di ordine 2. Dimostrare che (g) & un sottogruppo
normale se e solo se g € Z(G).

Sia G un gruppo, e sia Aut(G) Uinsieme degli automorfismi di G, ovvero degli
isomorfismi di G in sé.
a) Dimostrare che Aut(G) ¢ un gruppo rispetto alla composizione di funzioni.
b) Dimostrare che Aut(S3) ~ Ss.
¢) Dimostrare che Aut(Zy x Zs) ~ Ss.

Dimostrare che Aut(Z,) ¢ isomorfo al gruppo delle unita di Z,.
Sia G un gruppo e g € G. Dimostrare che la mappa

Vg1 G — G
hl—>ghg*1

¢ un automorfismo di G.

Un sottogruppo H di G & detto caratteristico se p(H) C H per ogni ¢ € Aut(G).
a) Dimostrare che ogni sottogruppo caratteristico ¢ normale.
b) Dimostrare che il centro di G & un sottogruppo caratteristico.
¢) Trovare un esempio di un sottogruppo caratteristico H e un omomorfismo
¢ : G — G tale che ¢(H) ¢ H.
Sia Dy il gruppo diedrale di ordine 4.
a) Determinare tutti i sottogruppi di Dy e specificare quali sono normali.
b) Determinare il quoziente D,/N per ogni sottogruppo normale N.

c¢) Determinare il gruppo degli automorfismi di Dj.
Dimostrare che il quoziente di un gruppo ciclico ¢ ciclico.

Descrivere il gruppo quoziente Q/Z, e determinare I'ordine di un elemento § + Z.
E un gruppo ciclico?



