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1. Sia G un gruppo abeliano. Dimostrare che la mappa λ : Z2 −→ Aut(G) tale che
λ(1)(g) = g−1 per ogni g ∈ G è un automorfismo di gruppi.

2. Siano N e H due gruppi, e sia Ψ : H −→ Aut(N) un omomorfismo di grup-
pi. Denotiamo con N oΨ H il prodotto cartesiano N × H dotato della seguente
operazione:

(n1, h1)(n2, h2) := (n1Φ(h1)(n2), h1h2).

Tale costruzione è detta prodotto semidiretto di N e H tramite Ψ.

a) Dimostrare che (eN , eH)(n, h) = (n, h) = (n, h)(eN , eH) per ogni n ∈ N ,
h ∈ H. (eN ed eH sono gli elementi neutri, rispettivamente, di N ed H.)

b) Per ogni (n, h), trovare un (n′, h′) tale che (n, h)(n′, h′) = (n′, h′)(n, h) =
(eN , eH).

c) Dimostrare che l’operazione così definita è associativa.

d) Dedurne che N oΨ H è un gruppo.

e) Dimostrare che N ′ := {(n, eH) | n ∈ N} è un sottogruppo normale di NoΨH.

f) Dimostrare che H ′ := {(eN , h) | h ∈ H} è un sottogruppo di N oΨ H.

3. Sia G un gruppo, e siano N ed H due sottogruppi di G tali che:

(a) H ∩N = {e};
(b) HN = G;

(c) N è normale in G.

Dimostrare che G è isomorfo al prodotto semidiretto N oΨ H, dove

Ψ: H −→ Aut(N)

h 7−→
γh : N −→ N

n 7−→ h−1nh

4. Dimostrare che il gruppo diedrale Dn è isomorfo al prodotto semidiretto di 〈σ〉 e
〈τ〉 tramite la mappa λ definita nell’esercizio 1.

5. Dimostrare che, se Ψ : H −→ Aut(N) è l’omomorfismo banale, allora N oΨ H '
N ×H.
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