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1. Determinare se i seguenti ideali sono primi e/o massimali:

(a) 10Z in Z (g) (5, X)Z[X] in Z[X]

(b) 4Z in 27Z (h) (X, X +1) in Q[X]

(¢) 2Z X BZinZ X Z (i) (X?—1)in Q[X]

(d) 13Z XZinZ xZ (j) (X?—5)in Q[X]

(e) (X,Y)in Q[X,Y, 7] (k) (X% —5)in C[X

(f) 5Z[X] in Z[X] 1) (X®+2X +1) in Z;[X]
(m) 3Z) in Zg) := {a/b€ Q| a,b € Z,3 non divide b}

(n) {fEA]f( )=0}in A:={f:R— R | f é continua}

(0) {feAlf(1)=/f(2)=0}inA

(p

) (X,Y) in Z[X,Y]/(X2, XY, Y?)

Nei casi (a), (b), (¢), (d), (e), (f), (g), (n), (0), (p), determinare anche il quoziente
tra ’anello e l'ideale.

2. Sia A := My(Z) 'anello delle matrici di ordine 2 a valori interi.

a) Dimostrare che la mappa

¢: A — My(Z,),
M —— M mod p
(dove M mod p é la matrice che si ottiene riducendo tutti i coefficienti modulo
p) ¢ un omomorfismo suriettivo di anelli.
b) Determinare ker ¢ e stabilire se ¢ un ideale primo e/o massimale di A.

3. Sia A:=Q[X,Y],esia [ :={f € QX,Y]| f non ha termine noto}.
a

b

Dimostrare che I & un ideale di A.

Determinare un omomorfismo di nucleo 1.

d) Dimostrare che {X,Y} & un insieme di generatori di /.

)
)
¢) Determinare se I ¢ primo e/o massimale.
)
e)

Dimostrare che I non é un ideale principale.

4. Sia (G, +) un gruppo abeliano, e sia A := End(G) I'insieme degli omomorfismi da
A in sé.



a) Dimostrare che A ¢ un anello rispetto alle operazioni

(0 +v)(g) == o(g) +¥(9)
(¢-)(g) == (9 o¥)(g)

b) Dimostrare che End(Z,,) ~ Z,, per ogni numero intero n.
c¢) Dare un esempio in cui A non ¢ un anello commutativo.
d) Dimostrare che, se G non ¢ abeliano, allora la somma ¢ + ¢ puo non essere

un omomorfismo.

5. Determinare tutti gli ideali di Z e stabilire quali sono primi e quali sono massimali.
Per ogni coppia di ideali I e J, determinare inoltre I + J e I N J.

6. Determinare gli ideali primi e massimali di Zs, Zg, Zsg, Z3s, L2 € Zgo-
7. Sia A un anello e sia I un ideale. Il radicale di I & I'insieme rad(I) := {a € A |
a" € I per un n € N},
a) Dimostrare che rad(rad(I)) = rad(I).
Dimostrare che, se A & commutativo, allora rad(I) ¢ un ideale.
Dare un esempio di un anello non commutativo in cui rad((0)) non ¢ un ideale.
Dimostrare che, se P ¢ un ideale primo, allora rad(P) = P.
Dimostrare che, se P, @ sono ideali primi con P € Q e Q@ € P, allora PN Q
non é un ideale primo ma rad(P N Q) = PN Q.
8. Consideriamo 'anello Z[X].

a) Dimostrare che l'ideale I dei polinomi con tutti i coefficienti multipli di 5 &
un ideale principale di Z[X].

b) Dimostrare che I & un ideale primo, ma non massimale.
c) Sia J l'ideale dei polinomi il cui termine noto ¢ un multiplo di 5: dimostrare
che J ¢ un ideale massimale e determinare il quoziente Z[X]/J.
9. Sia A il prodotto diretto degli anelli Z,, per p che varia tra i numeri primi.

a) Determinare se A & un anello unitario.

=3

Determinare se A é integro.

2 o

)
)
) Determinare la caratteristica di A.
) Determinare un ideale primo di A.
)

e) Determinare se é possibile trovare un omomorfismo unitario iniettivo Z — A,

e in caso affermativo esplicitarlo.



