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Esercizio 0 Sia X := [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 munito della topologia euclidea, e f : X → X un

omeomor�smo. Si dimostri che f(∂X) = ∂X.

Esercizio 1 Calcolare il gruppo fondamentale di Z = S2 ∪ {x = 0} ∪ {y = 0} ∪ {z = 0}.

Esercizio 2 Dimostrare che S1 è omotopicamente equivalente alla palla chiusa spuntata B =
{x2 + y2 ≤ 1} \ {(0, 0)}. Stabilire se è anche omotopicamente equivalente alla palla aperta

spuntata B = {x2 + y2 < 1} \ {(0, 0)}.

Esercizio 3 Si calcoli il gruppo fondamentale di un insieme stellato.

Esercizio 4 Si dia un esempio di spazi X e Y tali che:

• X ⊂ Y ;

• X e Y sono omotopicamente equivalenti ma non omeomor�;

• X e Y non semplicemente connessi.

Esercizio 5 Dare un esempio di spazio semplicemente connesso e non contraibile.

Esercizio 6 Dimostrare che l'equivalenza omotopica è transitiva, ovvero se X è omotopica-

mente equivalente a Y e Y è omotopicamente equivalente a Z allora X è omotopicamente

equivalente a Z.

Esercizio 7 Dimostrare che Sn−1 e Rn \Bn
1 (0) sono omotopicamente equivalenti.

Esercizio 8 Sia U := ({z = 0}−{x2+y2 ≤ 1}). Calcolare il gruppo fondamentale dei seguenti

sottospazi di R3, quindi stabilire quali sono omotopicamente equivalenti fra loro.

(a) X := U ∪ (S2 ∩ {z ≥ 0})
(b) Y := U ∪ ({x2 + y2 = 1})
(c) W := U ∪ S2

(d) Z := U ∪ ({x2 + y2 − (z + 1)2 = 0} ∩ {z ≤ 0}) ∪ ({x2 + y2 − (z − 1)2 = 0} ∩ {z ≥ 0})
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