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EsErC1z10 0 Sia (X, 7)) uno spazio topologico e sia A un sottoinsieme di X.
(a) Mostrare che Int(A) C Ext(Ext(A));
(b) Trovare un controesempio che mostri che in generale 'uguaglianza non sussiste.

EsSERCIZIO 1 Sia X = R? e sia T := {B,(0,0)},cr la famiglia delle palle aperte di centro
I’origine e raggio 7.

(a) Dimostrare che Tp := T U {0} U{X} ¢ una topologia su X;

(b) Conftontare tale topologia con quella euclidea per finezza,

(¢) Sia {7, }nen una successione a valori in R? convergente a un punto (zg,yo) nella topologia
euclidea. Cosa si puo dire sulla sua convergenza nella topologia Tp?

(d) Dire se Tp ammette base numerabile;

(e) Dare una caratterizzazione degli insiemi densi in (X,7p), quindi stabilire se (X,Tp) ¢
separabile.

ESERCIZIO 2 In (R, €) si consideri l'insieme Y := [—1,1] U {2} munito della topologia indotta
da e. Si dica se i seguenti sottoinsiemi di Y sono aperti e/o chiusi in Y

ESERCIZIO 3 Sia (I, p) un insieme dotato di una relazione d’ordine totale. Per ogni o € I si
consideri la famiglia Ty, := {z € I|la p x}.

(a) Si dimostri che {7, }aer U{0} & base per una topologia T}, su I (detta right order topology);
(b) Far vedere con un controesempio che tale base non ¢ necessariamente una topologia. De-
terminare poi una condizione necessaria e sufficiente su (7, p) affincheé lo sia;

(¢) Si consideri il caso (I, p) = (R, <). Determinare la frontiera di {0};

(d) Determinare la chiusura dellinsieme 7}, al variare di « in R;

(e) Stabilire se f :  — |z| ¢ 0 meno continua in 0, vista prima come funzione da (R, €) a (R, T},)
e poi come funzione da (R, T},) a (R,¢€).

EsERCIZIO 4 Siano (X, Tx) e (Y, Ty) due spazi topologici. Supponiamo che Y sia di Hausdorff,
e che A sia un sottoinsieme denso di X. Siano f e g funzioni continue da X a Y.
Dimostrare che se f|, = g/, allora f = g;

EsERCIZIO 5 Siano T e T’ due topologie su un insieme X, con 7 < 7. Dire quali delle seguenti
affermazioni sono vere e quali false, giustificando la risposta.

(a) (X,T) ¢ di Hausdorff = (X,7’) ¢ di Hausdorf{f

(b) (X, T") ¢ di Hausdorft = (X, 7T) ¢ di Hausdorff

(¢) (X,T) ¢ separabile = (X, T") ¢ separabile

(d) (X, T’) ¢ separabile = (X, T) ¢ separabile



ESERCIZIO 6 Sia (X, 7T) uno spazio topologico, U,V densiin X, U € T.
(a) Mostrare che U NV & denso in X;
(b) Mostrare che l'ipotesi che U sia aperto ¢ necessaria.

ESERCIZIO 7 Si consideri 'insieme A cosi definito:

{%}HGN U (2,3) U (3,4) U{frac92} U [5,6]1lcup([7,8] N Q)

Determinare A, A¢, (A)¢, A¢, Int(A), Int(A°), Int(A), Int(Ac) e Int(A).

(Componendo opportunamente le operazioni di interno, chiusura e complementare si possono
trovare fino a 14 insiemi distinti... Provare per credere!)

EsERc1z1O 8 Si consideri la famiglia di sottoinsiemi di R:

T:={UCR|0¢U oppure R\ U ¢ finito}

(a) Si verifichi che 7 & una topologia per R;
(b) Si determinino tutti i numeri reali « tali che {z} & clopen in (R, T);
(c) Si dica se (R,7T) & di Hausdorff e se ammette base numerabile.



