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Esercizio 0 Descrivere le topologie indotte su Z come sottospazio topologico di R dotato delle

seguenti topologie:

(a) E ;

(b) {(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {∅} ∪ {X};
(c) {(−r, r) : r ∈ R+} ∪ {∅} ∪ {X}.

Esercizio 1 Siano X, Y spazi topologici e sia q : X → Y un'applicazione. Dato U ⊂ X,

mostrare che le seguenti a�ermazioni sono equivalenti:

(a) U è saturo, ossia q−1(q(U)) = U ;

(b) U è unione di �bre;

(c) Se x ∈ U , allora ogni punto x′ ∈ X tc q(x′) = q(x) sta in U .

Esercizio 2 Sia X uno spazio topologico. Si dimostri che X è di Hausdor� se e solo se

∆(X) = {(x, x) : x ∈ X} è chiuso in X ×X.

Esercizio 3 Dimostrare che il quoziente di uno spazio separabile è separabile.

Esercizio 4 Data la relazione di equivalenza su R de�nita come xρy ⇔ x− y ∈ Z, si dimostri

che (R, E)/ρ è omeomorfo a S1.

Esercizio 5 Sia X uno spazio topologico, sia D un insieme denso in X. Descrivere la topologia

quoziente sullo spazio X/D.

Esercizio 6 Sia X un insieme, e sia ρ una relazione di equivalenza su X. Sia B := {Ax}x∈X ,

ove Ax := {y ∈ X | xρy}.
(a) Dimostrare che B ∪ {∅} è base per una topologia T su X (detta "Topoogia di Partizione");

(b) Sia {xn}n∈N una successione a termini in X convergente a x con la topologia di partizione.

Cos'altro si può dire sulla sua convergenza in (X, T )?
(c) Dare delle condizioni necessarie e su�cienti su X e ρ a�nchè X dotato della topologia di

partizione sia separabile;

(d) Descrivere lo spazio quoziente X/ρ dotato dell'usuale topologia quoziente indotta da T .

Esercizio 7 Si consideri R dotato della topologia co�nita C. Sia A := {x1, ..., xn} sottoinsieme

�nito di R, e sia X := R/ρ, ove xρy ⇐⇒ x = y oppure x, y ∈ A.
(a) Dimostrare che la topologia quoziente su X è la topologia co�nita;

(b) Dimostrare che se A = Z allora X non ha la topologia co�nita;
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