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0. Sia A = (a;;) e B = (b;;); allora

tr(AB) = 2”: Zn: apby; e tr(BA) = 2”: 2": bk

i=0 k=0 =0 k=0

A questo punto basta scambiare le sommatorie per avere I'ugualianza.
Sia ora B invertibile e chiamiamo C = AB; per quanto appena dimostrato

tr(CB™Y) = tr(B7'C) = tr(ABB™) = tr(B"UB) = tr(A) = tr(B~AB)

1. (a) E uno spazio vettoriale; infatti gli elementi di K; soddisfano tutte le SVx
proprieta, e gli elementi di Iy sono anche elementi di ;.

(b) Non & uno spazio vettoriale, infatti se prendiamo come scalare V2 eRe
come vettore 1 € Q, quello che otteniamo ¢ v2-1 = /2 ¢ Q.

(¢) Non & uno spazio vettoriale: notiamo infatti che la proprieta SV6 non &
soddisfatta: dovrebbe essere infatti (k 4+ h)v = kv + hv per ogni vettore v
e k e h scalari (in questo caso si intende che le due funzioni debbano essere
uguali, ovvero che i loro valori coicidano in ogni punto), mentre

o ((k+hv)(x) = (k+ h)’v(z)
o (kv + hv)(z) = Kv(z) + hiv(z)
i cui valori in generale non coincidono per ogni punto x € [a, b].
(d) E uno spazio vettoriale.

(¢) E uno spazio vettoriale: infatti M,(R) & uno spazio vettoriale, per cui basta
far vedere che lo 0 ¢ una matrice antisimmetrica e che date A e B matrici
antisimmetriche e c € R = A+ B e cA sono antisimmetriche:

e 0 ¢ la matrice nulla, che e antisimmetrica;

o A= (a;;) e B=(b;;) antisimmetriche = a;; = —a;; e b;; = —b;; =
(A+ B)ij = ai; + bij = —aji — bji = —(a;i + bji) = —(A+ B)jy = A+ B
e antisimmetrica;

o A = (a;;) ¢ antisimmetrica e ¢ € R, a;; = —a;; = ca;; = —caj; dunque
cA ¢ antisimmetrica.

2. Per far vedere che W; + W, ¢ un sottospazio vettoriale usiamo la caratterizzazione
usata nell’esercizio 5(e):



e sappiamo che 0 € W; e 0 € W, in quanto W; e W, sottospazi vettoriali di
VY, dunque 0 +2-0=0 € W, + Ws;

° a,b€W1+W2:>EIa1,b1 EWleag,bg €W2|a2a1+2a2eb:bl+2b2:>

a+b:(a1+2a2)+(bl+262):1(a1+b1)+2(a2+bg)€W1+W2;
—— ——
eEWr EW>
eaeW +Wy, c€R= ca=cla +2a3) = cay +2 caz € Wy + W,
eEWws eEWs
3. Sappiamo che A" = A; AA™' =1, = (AA ) = (L) =1,= A HYYA=1=
(A—l)t:A—l
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(b) 3! soluzione: (2,11 18 2)
5. (a) indipendenti; (a,b,c) = (0,—1,1)
(b) dipendenti; (a,b,c) = (=2, -2, 27)
(¢) indipendenti; (a,b,c) = (—v/2,—-2,1)
(d) indipendenti; A(a, b)
6. (a) w=2u+wv
(b) indipendenti
(c) w=3u—w
(d) indipendenti
)

(e

Luso la proprieta commutativa di V



