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5.  DIVIDE ET IMPERA I

‣ mergesort 

‣ conteggio di inversioni 

‣ coppia di punti più vicina



Paradigma divide et impera

Divide et impera. 

・Dividi il problema in vari sottoproblemi (dello stesso tipo). 

・Risolvi (impera) ricorsivamente ciascun sottoproblema. 

・Combina le soluzioni dei sottoproblemi in una soluzione complessiva. 

 
Uso più comune. 

・Dividi un problema di taglia n in due sottoproblemi di taglia n / 2. 

・Risolvi (impera) i due sottoproblemi ricorsivamente. 

・Combina le due soluzioni in una complessiva. 

 
Conseguenza. 

・Forza bruta:  Θ(n2). 

・Divide et impera:  O(n log n).

2attribuita a Giulio Cesare

tempo O(n)

tempo O(n)



Paradigma divide et impera

Divide et impera. 

・Dividi il problema in vari sottoproblemi (dello stesso tipo). 

・Risolvi (impera) ricorsivamente ciascun sottoproblema. 

・Combina le soluzioni dei sottoproblemi in una soluzione complessiva. 

 
Esempi. 

・Mergesort e quicksort (ordinamento). 

・Quickhull e mergehull (involucro convesso). 

・Algoritmo Shamos–Hoey (coppia più vicina). 

・Algoritmo mediana-di-mediane (selezione). 

・Algoritmo di Strassen (moltiplicazione di matrici). 

・Algoritmo di Karatsuba (moltiplicazione intera).  

・Algoritmo Cooley–Tukey (trasformata di Fourier veloce).  

・Algoritmo Ramer–Douglas–Peucker (decimazione di una curva).
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5.  DIVIDE ET IMPERA

‣ mergesort 

‣ counting inversions 

‣ randomized quicksort 

‣ median and selection 

‣ closest pair of points

SECTIONS 5.1–5.2



Problema dell'ordinamento

Problema.  Data una lista L di n elementi da un universo totalmente 

ordinato, ridisporla in ordine crescente.
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Applicazioni degli ordinamenti

Applicazioni ovvie. 

・Organizzare una raccolta di MP3. 

・Mostrare i risultati di Google PageRank. 

・Elencare news RSS in ordine cronologico inverso. 

 
Alcuni problemi sono più semplici se gli elementi sono stati ordinati. 

・Identificazione di outlier statistici. 

・Ricerca binaria in un database. 

・Rimozione di duplicati in una mailing list. 

 
Applicazioni non ovvie. 

・Involucro convesso. 

・Coppia più vicina di punti. 

・Schedulazione di intervalli / partizionamento di intervalli. 

・Schedulazione per la minimizzazione della lateness. 

・Alberi ricoprenti minimi (algoritmo di Kruskal).  

・...
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Mergesort

・Ordina ricorsivamente la prima metà. 

・Ordina ricorsivamente la seconda metà. 

・Fondi le due metà in una sequenza ordinata.
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A G H I L M O R S T

fondi i risultati

A L G O R I T H M S

input

I T H M SA G L O R

ordina la prima metà

H I M S T

ordina la seconda metà

A G L O R



Fusione

Scopo.  Combina due liste ordinate A e B in una sequenza ordinata C. 

・Scandisci A e B da sinistra a destra. 

・Confronta ai e bj. 

・Se ai  ≤  bj, apponi ai a C  (è al più pari a ogni elemento residuo di B). 

・Se ai  >  bj, apponi bj a C  (è minore di ogni elemento residuo di A).
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lista ordinata A

2 3 7 10 11

fusione in una lista ordinata C

2 11 bj 20 233 7 10 ai 18

lista ordinata B



Mergesort:  implementazione

Input.  Lista L di n elementi da un universo totalmente ordinato. 

Output.  Gli n elementi in ordine crescente.
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MERGE-SORT(L)                          
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

IF (la lista L ha un solo elemento)

     RETURN L. 

Dividi la lista in due metà A e B.

A  ← MERGE-SORT(A).

B  ← MERGE-SORT(B).

L  ← MERGE(A, B).

RETURN L.
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

T (n / 2)

T (n / 2)

Θ(n)



Mergesort:  dimostrazione di correttezza

Proposizione.  Mergesort ordina correttamente qualunque lista di n elementi. 

Dim.  [ per induzione forte su n ] 

・Caso base:  n = 1. 

・Ipotesi induttiva:  sia vera l'ipotesi per 1, 2, …, n−1. 

・Per ipotesi induttiva, mergesort ordina sia la metà sinistra che la destra. 

・L'operazione di fusione combina le due liste ordinate in una lista 

ordinata complessiva.  ▪
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Un'utile relazione di ricorrenza

Def.  T (n)  = massimo numero di confronti eseguiti da mergesort su una lista 

di lunghezza n. 

Ricorrenza. 

 
 
 
 
 
Soluzione.  T (n) è O(n log2 n).  
 
 
Dimostrazioni assortite.  Descriviamo vari modi di risolvere questa 

ricorrenza. 

Inizialmente assumiamo che n sia una potenza di 2 e rimpiazziamo ≤ con = 

nella ricorrenza.
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T (n) �
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tra ⎣n / 2⎦ e n − 1 confronti



Ricorrenza divide et impera: albero di ricorsione

Proposizione.  Se T (n) soddisfa la ricorrenza seguente, allora T (n) = n log2 n.
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log 2 n

T(n) = n log2 n

n =  n

2 (n/2) =  n

8 (n/8) =  n

⋮

T (n)

4 (n/4) =  n

T (n / 2) T (n / 2)

T (n / 8) T (n / 8)T (n / 8) T (n / 8) T (n / 8) T (n / 8)T (n / 8) T (n / 8)

T (n / 4) T (n / 4) T (n / 4) T (n / 4)

⋮

assume che n 
sia una potenza di 2T (n) =

�
�

�
0 B7 n = 1

2T (n/2) + n B7 n > 1
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Dimostrazione per induzione

Proposizione.  Se T (n) soddisfa la seguente ricorrenza, allora T (n) = n log2 n. 

 

 

 

 

Dim.  [ per induzione su n ] 

・Caso base:  quando n = 1, T(1) =  0 = n log2 n. 

・Ipotesi induttiva:  assumiamo T(n) =  n log2 n.  

・Obiettivo:  mostrare che T(2n) =  2n log2 (2n).
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T(2n) =  2 T(n)  + 2n

=  2 n log2 n  + 2n

=  2 n (log2 (2n) – 1)  + 2n

=  2 n log2 (2n).    ▪

ricorrenza

ipotesi induttiva

assume che n 
sia una potenza di 2T (n) =

�
�

�
0 B7 n = 1

2T (n/2) + n B7 n > 1
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Qual è la soluzione esatta della seguente ricorrenza? 
 
 
 
 

A. T(n)  =  n ⎣log2 n⎦

B. T(n)  =  n ⎡log2 n⎤

C. T(n)  =  n ⎣log2 n⎦ + 2⎣log2 n⎦  −  1 

D. T(n)  =  n ⎡log2 n⎤ − 2⎡log2 n⎤  +  1

E. Neanche Knuth lo sa.
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Divide et impera:  quiz 1

=
n�

k=1

�log2 k�
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non assume più che n 
sia una potenza di 2



 
Comparable[] a = ...; 
... 
Arrays.sort(a);

can access elements only 
via calls to compareTo()

Digressione:  limitazioni inferiori sulla complessità dell'ordinamento

Problematica.  Come dimostrare un bound per tutti i concepibili algoritmi? 

 
Modello di calcolo.  Alberi di confronti. 

・Si può accedere agli elementi solo tramite confronti a coppie. 

・Tutte le altre operazioni (controllo di flusso, spostamento di dati, ecc.) 

non vengono conteggiate. 

Modello di costo.  Numero di confronti. 

 
Q.  È un modello realistico?  

A1.  Sì.  Sort in Java, Python, C++, … 

A2.  Sì.  Mergesort, insertion sort, quicksort, heapsort, … 

A3.  No.  Bucket sort, radix sorts, …
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Albero dei confronti (per 3 chiavi distinte a, b, e c)
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b < c

sì no

a < c

sì no

a < c

sì no

a c b c a b

b a ca b c b < c

sì no

b c a c b a

altezza dell'albero = 
numero di confronti 
nel caso peggiore

a < b

sì no

codice tra i confronti 
(e.g., sequenze di scambi)

ogni foglia raggiungibile corrisponde ad uno ed un solo ordinamento;
esattamente una foglia è raggiungibile per ogni possibile ordinamento



Limitazione inferiore per l'ordinamento

Teorema.  Qualunque algoritmo deterministico per l'ordinamento basato su 

confronti deve effettuare Ω(n log n) confronti nel caso peggiore. 

 
Dim.  [ teoria dell'informazione ] 

・Assumiamo che l'array consista di n valori distinti, da a1 ad an. 

・Numero minimo di confronti (nel caso peggiore) = altezza h dell'albero 

dei confronti.  

・Un albero binario di altezza h ha ≤ 2h foglie. 

・n ! diversi ordinamenti  ⇒  n ! foglie raggiungibili.
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h

≤ 2h foglien! foglie 

raggiungibili



Limitazione inferiore per l'ordinamento

Teorema.  Qualunque algoritmo deterministico per l'ordinamento basato su 

confronti deve effettuare Ω(n log n) confronti nel caso peggiore. 

 
Dim.  [ teoria dell'informazione ] 

・Assumiamo che l'array consista di n valori distinti, da a1 ad an. 

・Numero minimo di confronti = altezza h dell'albero dei confronti.  

・Un albero binario di altezza h ha ≤ 2h foglie. 

・n ! diversi ordinamenti  ⇒  n ! foglie raggiungibili.  

・ 
 
 
 
 

 
Nota.  Questa limitazione può essere estesa ad algoritmi randomizzati.
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2h ≥  # foglie raggiungibili =  n !

⇒   h  ≥  log2 (n!)

          ≥  n log2 n −  n log2 e   ▪

Formula di Stirling 

n! ≥ (n/e)n



MESCOLARE UNA LISTA COLLEGATA

Problema.  Data una lista collegata, ridisporre i suoi nodi uniformemente a 

caso. 

Assunzione.  Si ha un generatore perfetto di numeri casuali. 

 
Performance. Tempo O(n log n), spazio aggiuntivo O(log n).
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L

3♣ 4♣ 5♣ 6♣2♣ 7♣ null

L

6♣ 2♣ 7♣ 3♣5♣ 4♣ null

input

mescolata

tutte le n! permutazioni 
sono equiprobabili



Mescolamento per fusione di una lista collegata

 
Proposizione.  Se la fusione può essere effettuata in tempo O(n), l'algoritmo 

mescola una lista collegata in tempo O(n log n) usando spazio extra O(log n).
20

L

3♣ 4♣ 5♣ 6♣2♣ 7♣ nullinput

A

3♣ 2♣ 5♣ 6♣4♣ 7♣ null
mescola

parte sinistra null

B

A

3♣ 2♣ 7♣ 5♣4♣ 6♣ null
mescola

parte destra null

B

L

7♣ 5♣ 3♣ 6♣4♣ 2♣ nullfondi



Fondere due liste collegate mescolate

Problema.  Date due liste collegate mescolate, creare una lista collegata 

mescolata complessiva.
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4♣ 6♣ 7♣ 3♣2♣ 5♣ null

8♣ 9♣ null10♣

A

B

n1 = 6

n2 = 3



Fondere due liste collegate mescolate

Problema.  Date due liste collegate mescolate, creare una lista collegata 

mescolata complessiva. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soluzione.  Scegli il primo elemento di A con probabilità n1 / (n1 + n2) ; 
scegli il primo elemento di B con probabilità n2 / (n1 + n2); ripeti. 
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L

null

A

4♣ 6♣ 7♣ 3♣2♣ 5♣ null

B

8♣ 9♣ null10♣

n1 = 6

n2 = 3



Fondere due liste collegate mescolate

Problema.  Date due liste collegate mescolate, creare una lista collegata 

mescolata complessiva. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soluzione.  Scegli il primo elemento di A con probabilità n1 / (n1 + n2) ; 
scegli il primo elemento di B con probabilità n2 / (n1 + n2); ripeti. 
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A

4♣ 6♣ 7♣ 3♣2♣ 5♣ null

B

8♣ 9♣ null10♣

n1 = 5

n2 = 3

null2♣

L



Fondere due liste collegate mescolate

Problema.  Date due liste collegate mescolate, creare una lista collegata 

mescolata complessiva. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soluzione.  Scegli il primo elemento di A con probabilità n1 / (n1 + n2) ; 
scegli il primo elemento di B con probabilità n2 / (n1 + n2); ripeti. 
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A

4♣ 6♣ 7♣ 3♣2♣ 5♣ null

B

8♣ 9♣ null10♣

L

2♣4♣ null

n1 = 4

n2 = 3

Gilbert–Shannon–Reeds model



5.  DIVIDE ET IMPERA

‣ mergesort 

‣ conteggio di inversioni 

‣ randomized quicksort 

‣ median and selection 

‣ closest pair of points

SECTION 5.3



Conteggio delle inversioni

Sito di musica vuole abbinare le vostre preferenze musicali con altri utenti. 

・Voi date un'ordine di preferenza a n canzoni. 

・Il sito di musica consulta un database per cercare utenti con gusti simili.  

Metrica di similarità:  numero di inversioni tra due liste di preferenze. 

・La mia classifica:  1, 2, …, n. 

・La tua classifica:  a1, a2, …, an. 

・Le canzoni i e j sono un'inversione se i  <  j, ma ai  >  aj. 

 
 
 
 
 
 
 
Forza bruta:  provare tutte le Θ(n2) coppie.
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A B C D E

me 1 2 3 4 5

te 1 3 4 2 5

2 inversioni:  3-2, 4-2



Conteggio di inversioni: applicazioni

・Teoria del voto. 

・Sistemi di raccomandazioni. 

・Misurazione di "quanto" un array è ordinato. 

・Analisi di sensitività della funzione di ranking di Google.  

・Aggregazione del rank per effettuare meta-ricerche sul Web. 

・Statistica nonparametrica (e.g., distanza tau di Kendall).
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Rank Aggregation Methods for the Web

Cynthia Dwork Ravi Kumar Moni Naor D. Sivakumar

ABSTRACT

1. INTRODUCTION

Copyright is held by the author/owner.
WWW10, May 1-5, 2001, Hong Kong.
ACM 1-58113-348-0/01/0005.

1.1 Motivation
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Conteggio di inversioni: divide et impera

・Divide:  separa la lista in due metà A e B. 

・Impera:  conta ricorsivamente le inversioni in ogni metà. 

・Combina:  conta le inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B. 

・Restituisci la somma dei tre conteggi.
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1 5 4 8 10 2 6 9 3 7

input

output 1 + 3 + 13 = 17

conta inversioni nella metà A

5-4

1 5 4 8 10 2 6 9 3 7

6-3 9-3 9-7

conta inversioni nella metà B

conta inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B

4-2 4-3 5-2 5-3 8-2 8-3 8-6 8-7 10-2 10-3 10-6 10-7 10-9

2 6 9 3 71 5 4 8 10



Conteggio di inversioni: come combinare due sottoproblemi?

Q.  Come contare le inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B? 

A.  Facile se A e B sono ordinati!  

Algoritmo di riscaldamento. 

・Ordina A e B. 

・Per ogni elemento b ∈ B, 
- ricerca binaria in A per trovare quanti elementi di A son maggiori di b. 
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2 11 16 20 23

ordina A

3 7 10 14 18

ordina B

ricerca binaria per contare le inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B

5 2 1 0 0

2 11 16 20 233 7 10 14 18

20 23 2 11 16

lista A

7 10 18 3 14

lista B



Conteggio di inversioni: come combinare due sottoproblemi?

Conta le inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B, assumendo A e B siano ordinati. 

・Scandisci A e B da sinistra a destra. 

・Confronta ai e bj. 

・Se ai < bj, allora ai non è invertito con nessun elemento rimasto in B. 

・Se ai > bj, allora bj è invertito con ogni elemento rimasto in A. 

・Apponi l'elemento più piccolo alla lista ordinata C.
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conta inversioni (a, b) con a ∈ A e b ∈ B

5 2

2 3 7 10 11

fondi in una lista ordinata C

2 11 bj 20 233 7 10 ai 18



Conteggio di inversioni: implementazione dell'algoritmo

Input.  Lista L. 

Output.  Numero di inversioni in L ed L ordinata.
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SORT-AND-COUNT(L)                          
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

IF (lista L ha un elemento)

     RETURN (0, L).

 
Dividi la lista in due metà A e B.

(rA,  A) ← SORT-AND-COUNT(A).

(rB,  B) ← SORT-AND-COUNT(B).

(rAB,  L) ← MERGE-AND-COUNT(A, B).

 
RETURN  (rA + rB + rAB,  L).
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

T (n / 2)

T (n / 2)

Θ(n)



Conteggio di inversioni: analisi dell'algoritmo

Proposizione. L'algoritmo sort-and-count conta il numero di inversioni in 

una permutazione di ordine n in tempo O(n log n). 
 
Dim.  Il tempo di esecuzione del caso peggiore T(n) soddisfa la ricorrenza:
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T (n) =

�
�

�
�(1) B7 n = 1

T (�n/2�) + T (�n/2�) + �(n) B7 n > 1
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SECTION 5.4



Coppia di punti più vicina

Problema della coppia di punti più vicina.  Dati n punti nel piano, trovare la 

coppia con la più piccola distanza euclidea. 

Primitiva geometrica fondamentale. 

・Grafica, visione artificiale, sistemi informativi geografici, 
modellazione molecolare, controllo del traffico aereo. 

・Caso particolare di nearest neighbor, MST euclideo, diagrammi Voronoi.

34

problemi che ammettono algoritmi efficienti ispirati a 
quello della coppia più vicina



Coppia di punti più vicina

Problema della coppia di punti più vicina.  Dati n punti nel piano, trovare la 

coppia con la più piccola distanza euclidea. 

Forza bruta.  Controlla tutte le coppie calcolando la distanza Θ(n2) volte. 

Versione 1D.  Semplice algoritmo O(n log n) se i punti giacciono su una retta.  

Assunzione di non-degeneratezza.  Punti distinti hanno coordinate x 
distinte.
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Coppia di punti più vicina: primo tentativo

Soluzione basata su ordinamento. 

・Ordina per coordinata x e considera i punti vicini. 

・Ordina per coordinata y e considera i punti vicini. 
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Coppia di punti più vicina: primo tentativo

Soluzione basata su ordinamento. 

・Ordina per coordinata x e considera i punti vicini. 

・Ordina per coordinata y e considera i punti vicini. 
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Coppia di punti più vicina: secondo tentativo

Dividi.  Suddividi la regione in 4 quadranti.
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Coppia di punti più vicina: secondo tentativo

Dividi.  Suddividi la regione in 4 quadranti. 

Ostacolo.  È impossibile garantire n / 4 punti in ogni sottoregione.
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Coppia di punti più vicina: algoritmo divide et impera

・Divide:  traccia una linea verticale L che lasci n / 2 punti su ogni lato.  

・Impera:  trova la coppia più vicina ricorsivamente per i due lati. 

・Combina:  trova la coppia più vicina con un punto in ciascuno dei lati. 

・Restituisci la migliore delle 3 soluzioni.

40

sembra Θ(n2) 

12

21
8

L



Come trovare la coppia più vicina con un punto per ogni lato?

Trova la coppia più vicina con un punto per lato, assumendo distanza < δ. 

・Osservazione:  è sufficiente considerare solo i punti a distanza ≤ δ dalla 

linea L.

41δ

δ = min(12, 21)12

21

L



Come trovare la coppia più vicina con un punto per ogni lato?

Trova la coppia più vicina con un punto per lato, assumendo distanza < δ. 

・Osservazione:  è sufficiente considerare solo i punti a distanza ≤ δ dalla 

linea L.  

・Ordina i punti nella striscia 2 δ in base alla loro coordinata y. 

・Calcola solo le distanze dei punti entro 7 posizioni nella lista ordinata!

42δ

perché?

δ = min(12, 21)

21

12

L

s1

s2

s3

s4
s5

s6

s7
s8

s9



Def.  Sia si il punto, nella striscia 2 δ, dalla i-esima più piccola coordinata y. 
 
Prop.  Se ⎜j – i⎟  >  7, allora la distanza tra 
si e sj è almeno δ. 
 
Dim. 

・Considera il rettangolo R 2δ-per-δ nella striscia 
con coordinata minima y pari a quella di si. 

・La distanza tra si ed un punto sj 
sopra R è ≥  δ.  

・Suddividi R in 8 quadrati. 

・Al più 1 punto per quadrato. 

・Al più 7 punti oltre ad si possono appartenere a R. ▪

2δ

L

Come trovare la coppia più vicina con un punto per ogni lato?
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½δ

½δ
δ

sj

R

la costante 7 può essere migliorata tramite 
un'argomentazione geometrica più sofisticata

il diametro del quadrato è
� /

�
2 < �

<latexit sha1_base64="Pfe5G3M0P8ASzqZ7Xob9I+XpZXk="></latexit><latexit sha1_base64="Pfe5G3M0P8ASzqZ7Xob9I+XpZXk="></latexit><latexit sha1_base64="Pfe5G3M0P8ASzqZ7Xob9I+XpZXk="></latexit><latexit sha1_base64="Pfe5G3M0P8ASzqZ7Xob9I+XpZXk="></latexit>

si



Coppia di punti più vicina: algoritmo divide et impera
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O(n)

T(⎣n / 2⎦)

O(n)

O(n log n)

O(n)

CLOSEST-PAIR(p1, p2, …, pn)                          
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
__________________________________________

Calcola la linea verticale L che lascia metà dei punti su 
ogni lato della linea.

δ1 ← CLOSEST-PAIR(punti nella metà sinistra).

δ2 ← CLOSEST-PAIR(punti nella metà destra).

δ   ← min { δ1 , δ2 }.

A  ← lista di tutti i punti a distanza ≤ δ dalla linea L.

Ordina i punti di A per coordinata y.

Scandisci i punti di A per y crescenti e confronta la 
distanza tra ciascun punto e i 7 successivi nella lista.  
Se una di queste distanze è minore di δ, aggiorna δ.

RETURN  δ.
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
__________________________________________

T(⎡n / 2⎤)



Qual è la soluzione della seguente ricorrenza? 
 
 
 
 

A. T(n)  =  Θ(n).

B. T(n)  =  Θ(n log n).

C. T(n)  =  Θ(n log2 n).

D. T(n)  =  Θ(n2). 
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Divide et impera:  quiz 6

T (n) =

�
�

�
�(1) B7 n = 1

T (�n/2�) + T (�n/2�) + �(n log n) B7 n > 1
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Versione migliorata dell'algoritmo per la coppia più vicina

D.  Come migliorare il tempo in O(n log n) ? 
R.  Non riordinare da capo i punti nella striscia ogni volta. 

・Ogni chiamata ricorsiva restituisce due liste: tutti i punti ordinati per 

coordinata x, e tutti i punti ordinati per coordinata y. 

・Ordina fondendo due liste pre-ordinate.  

 
 
Teorema.  [Shamos 1975]  L'algoritmo divide-et-impera per trovare una 

coppia più vicina nel piano può essere implementato con tempo O(n log n). 
 
Dim.
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T (n) =

�
�

�
�(1) B7 n = 1

T (�n/2�) + T (�n/2�) + �(n) B7 n > 1
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Qual è la complessità del problema della coppia più vicina in 2D?

A. Θ(n).

B. Θ(n log* n). 

C. Θ(n log log n).

D. Θ(n log n).

E. Neanche Tarjan lo sa.
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Divide et impera:  quiz 7



Complessità computazionale del problema della coppia più vicina

Teorema.  [Ben-Or 1983, Yao 1989]  Nel modello di alberi di decisione 

quadratici, ogni algoritmo per la coppia più vicina (anche in 1D) richiede  

Ω(n log n) test quadratici. 
 
 
 
 
 
 

Teorema.  [Rabin 1976]  Esiste un algoritmo per la coppia più vicina di punti 

nel piano che ha tempo atteso di esecuzione O(n).
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non è soggetto alla limitazione inferiore Ω(n log n) 
perché usa la funzione floor

(x1 - x2)2 + (y1 - y2)2
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9. introduction 

One notion that has received some attention 
recently is that of a probabilistic algorithm. An algo- 
rithm is probabilistic if at certain steps it chooses a 
number randomly to determine the next step and at 
all other steps it is deterministic. The expected run- 
ning time of such an algorithm on a given input is 
obtained by averaging over all possible random 
choices of the algorithm on that input. The running 
time of the algorithm as a whole can be measured 
either by averaging the expected running time over 
all inputs or by taking the worst case of the expected 
running time. In [l] the former analysis is used; in 
[4] and [6] the latter analysis is used. 

Rabin [4] has proposed a probabilistic algorithm 
for finding the closest pair of a set of points in 
Euclidean space. The running time of his algorithm 
using the worst-case expected-time measure is linear. 
This compares with time O(n log II) for the best of 
the known determinis?ic algorithms [or this problem 
j2,5,7]. 

Rabin’s algc-rithm works by randomly choosing a 
subset of the points and recursively using the algo- 
rithm to find the distance between the nearest neigh- 
bors of the subset. Ra.bin is able to show that, with 
very high probability, tht; distance between the near- 
est neighbors of the subset is a very good ;Ipproxima- 
* Research was wpported under grant number ONR N00014, 

76-C-lrO18. 
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tion to the distance between nearest neighbors in the 
whole set. Using this approximation the distance be- 
tween the nearest neighbor in the whole set can be 
found in expected linear time. The algorithm’s use of 
randomness in choosing the subset is crucial. 

Rabin’s algorithm also assumes constant time 
arithmetic operations. In partictilar, he assumes that 
a special operation, described below, which is similar 
to hashing can be performed in constant expected 
time. It follows from [3] that the special operation 
can indeed be implemented by a probabilistic algo- 
rithm to run in constant expected time given that 
evaluating a hash function takes constant time. 

The fast algorithms in [ 11, [4], and [6] all have 
the property that for some sequence of random 
choices an incorrect answer could result. Rabin’s algo- 
rithm is apparently the only known example other 
than hashing of an error-free probabilistic algorithm 
which runs faster than the deterministic equivalent. 

In this paper we present an algorithm to find the 
nearest neighbor which runs in time O(n loglog n). 
The algorithm does not make any random choices; 
however it does assume that the special operation 
uses only constant time. The conclusion we reach is 
that mclst of the speedup of Rabin’s algorithm is due 
to the hashing, and not to the probabilistic nature of 
the basic algorithm. It would be interesting to find 
examples of probabilistic algorithms that are faster 
than their deterministic counterparts and for which 
the speed does noi come from the capability to hash. 



Digressione:  geometria computazionale

Algoritmi divide-et-impera ingegnosi per fondamentali problemi geometrici. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nota.  Dimensione 3D e superiori mettono alla prova i limiti del nostro 

ingegno.
49

tempo di esecuzione per risolvere un problema 2D con n punti

problema brutale ingegnoso

coppia più vicina O(n2) O(n log n)

coppia più lontana O(n2) O(n log n)

involucro convesso O(n2) O(n log n)

Delaunay/Voronoi O(n4) O(n log n)

MST euclideo O(n2) O(n log n)



Involucro convesso

L' involucro convesso di un insieme di n punti è il più piccolo "recinto" 

convesso che racchiude i punti. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Definizioni equivalenti. 

・Poligono convesso ad area minima che racchiude tutti i punti 

・Intersezione di tutti gli insiemi convessi che racchiudono tutti i punti.
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Coppia più lontana

Dati n punti nel piano, trovare una coppia di punti con la massima distanza 

euclidea tra loro. 

Fatto.  I punti della coppia più lontana sono punti estremi dell'involucro 

convesso.

51



La triangolazione di Delaunay è una triangolazione di n punti nel piano tale  
che nessun punto è dentro il circumcerchio di alcun triangolo. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Alcune utili proprietà. 

・Nessun arco ne incrocia un altro. 

・Tra tutte le triangolazioni, massimizza l'angolo minimo. 

・Contiene un arco tra ogni punto ed il punto più vicino ad esso.

Triangolazione di Delaunay
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Triangolazione di Delaunay di 19 punti

nessun punto 
dell'insieme è 

dentro al circumcerchio

punto dentro il 
circumcerchio

di 3 punti



Dati n punti nel piano, trovare un MST che li connette. 
[le distanze tra coppie di punti sono distanze euclidee] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fatto.  Il MST euclideo è un sottografo della triangolazione di Delaunay. 

Conseguenza.  Si può calcolare un MST euclideo in tempo O(n log n). 

・Calcola una triangolazione di Delaunay. 

・Calcola un MST della triangolazione.

MST euclideo
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è planare 
(≤ 3n archi)



Applicazioni della geometria computazionale

Applicazioni.  

・Robotica. 

・Progetto VLSI. 

・Data mining. 

・Immagini mediche. 

・Visione artificiale. 

・Calcolo scientifico. 

・Mesh a elementi finiti. 

・Simulazioni astronomiche. 

・Modelli del mondo fisico.  

・Sistemi informativi geografici. 

・Computer grafica (film, videogiochi, realtà virtuale).
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http://www.ics.uci.edu/~eppstein/geom.html

flusso d'aria intorno ad un'ala di aereoplano


