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Ricorrenze divide et impera

Obiettivo. Ricetta per risolvere ricorrenze divide et impera di forma comune:

n

T(n):aT(b

) + f(n)
con7(0)=0e 7T(1) = BO(1).

Notazione.
* a=1 e il numero di sottoproblemi.
* b=2 e il fattore di diminuzione della taglia di ogni sottoproblema.
* f(n) =0 e il lavoro svolto per dividere e ricombinare i sottoproblemi.

Albero di ricorsione. [ assumendo che n sia una potenza di b | o
* a = fattore di diramazione.
* a'=numero di sottoproblemi al livello i.
* 1 +log, n livelli. T (n/b) T(n/b) - T(nlb)

* n/b'=taglia dei sottoproblemi al livello . /\\ /\\ /\\



Ricorrenze divide et impera: albero della ricorsione

Si suppongache T(n)= aT(n/b)+n°conT(1)=1,conn una potenza di b.

T (n)

T (n/b) T(n/b) T(n/b)

N N N

Tm/b> Twm/b>) Tn/b>» Tw/b%) Twm/b> Tn/b? Tn/b> Tml/b? Tnlb

Q) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l) T(!l)

alogbn — nlogba

r=a/be T(n):nCZri

1 +logyn

a(n/b)¢

a’ (n/b*¢

a' (n/b")¢

nlogb a



Ricorrenze divide et impera: analisi dell'albero della ricorsione

Si suppongache T(n)= aT(n/b)+n°conT(1)=1,conn una potenza di b.

Siar=a/bc. Notiamo che r < 1 sse ¢ > log; a.

costo dominato

( @(nc) if r <1 c>logya <«— dalla radice

. nC (N cC . _ _ costo distribuito
T(n) - I Z = @(n 1Ogn) itr=1 C_logba equamente nell'albero

log, a . costo dominato
| O(n°8 ) ifr>1 c<logpa < dalle foglie

Serie geometriche.
* SelO<r<l,alloral+r+r*+r+...+r <1/ -r).

* Ser=1, alloral+r+r*+r+...+rF =kLk+1.

* Ser>1, aloral+r+r*+r+...+rk=@1-1) /@ -1).



Ricorrenze divide et impera: teorema master (teorema dell'esperto)

Teorema master. Sianoa=1,b=2, e ¢c>0 e sia T(n) una funzione definita sui
naturali che soddisfa la ricorrenza
n

T(n) = aT(b

) + O(n°)
con T(0)=0e T(1) = O(1), dove n/b pud essere | n/b] o [ n/b] .Alora,
Caso 1. Se c <logpa, allora T (n) = O(n'°#%).

Caso 2. Se c=logpa, allora T'(n) = O(n° log n).
Caso 3. Se c¢>logpa, allora T (n) = O(n°).

Bozza dimostrazione.
* Si dimostra prima per b intero e n una potenza intera di b.
* Si estende il dominio della ricorrenza ai reali (o0 ai razionali).
* Si trattano gli arrotondamenti. ~ «—— ai piu 2 livelli extra nell'albero della ricorsione
[[[n/b]/b]/b]] < n/b>+ (1/6% +1/b+1)
< n/b® +2



Ricorrenze divide et impera: teorema master (teorema dell'esperto)

Teorema master. Sianoa=1,b=2, e ¢c>0 e sia T(n) una funzione definita sui
naturali che soddisfa la ricorrenza
n

T(n) = aT(b

) + O(n°)
con T(0)=0e T(1) = O(1), dove n/b pud essere | n/b] o [ n/b] .Alora,
Caso 1. Se c <logpa, allora T (n) = O(n'°#%).

Caso 2. Se c=logpa, allora T'(n) = O(n° log n).
Caso 3. Se c¢>logpa, allora T (n) = O(n°).

Estensioni.
* Si possono rimpiazzare i ® con O.
* Si possono rimpiazzare i © con Q.
* Si possono rimpiazzare le condizioni iniziali con T(n) = ©(1) perognin < np €
richiedere che la ricorrenza valga solo per ogni n > no.



Ricorrenze divide et impera: teorema master (teorema dell'esperto)

Teorema master. Sianoa=1,b=2, e ¢c>0 e sia T(n) una funzione definita sui
naturali che soddisfa la ricorrenza
n

T(n) = aT(b

) + O(n°)
con T(0)=0e T(1) = O(1), dove n/b pud essere | n/b] o [ n/b] .Alora,
Caso 1. Se c <logpa, allora T (n) = O(n'°#%).

Caso 2. Se c=logpa, allora T'(n) = O(n° log n).
Caso 3. Se c¢>logpa, allora T (n) = O(n°).

Esempio1. T(n)=3T(Ln/2])+5n.
*a=3,b=2,c=1,log,a <1.58.
. T(I’l) — @(nlogz?)) — O(n1.58)_



Ricorrenze divide et impera: teorema master (teorema dell'esperto)

Teorema master. Sianoa=1,b=2, e ¢c>0 e sia T(n) una funzione definita sui
naturali che soddisfa la ricorrenza
n

T(n) = aT(b

) + O(n°)
con T(0)=0e T(1) = O(1), dove n/b pud essere | n/b] o [ n/b] .Alora,
Caso 1. Se c <logpa, allora T (n) = O(n'°#%).

Caso 2. Se c=logpa, allora T'(n) = O(n° log n).
Caso 3. Se c¢>logpa, allora T (n) = O(n°).

si possono "mischiare" arrotondamenti in alto e in basso

7\
Es.2. Tw)=T(Ln/2]1) +T([n/21)+17n.
*a=2,b=2,c=1,log,a=1.

* T(n)=0O(nlogn).



Ricorrenze divide et impera: teorema master (teorema dell'esperto)

Teorema master. Sianoa=1,b=2, e ¢c>0 e sia T(n) una funzione definita sui
naturali che soddisfa la ricorrenza
n

T(n) = aT(b

) + O(n°)
con T(0)=0e T(1) = O(1), dove n/b pud essere | n/b] o [ n/b] .Alora,
Caso 1. Se c <logpa, allora T (n) = O(n'°#%).

Caso 2. Se c=logpa, allora T'(n) = O(n° log n).
Caso 3. Se c¢>logpa, allora T (n) = O(n°).

Es.3. Tm)=48T( Ln/4])+n
* a=48, b=4,c=3, log,a > 2.79.
* T(n)=0Om).



Situazioni in cui il teorema master non & applicabile

* Il numero di sottoproblemi non e costante.

T(n) =@T(n/2) + n’

* Il numero di sottoproblemi € minore di 1.

T(n) = T(n/2) + n?

* Il lavoro per dividere e ricombinare i sottoproblemi non € O(n°).

T(n) = 2T (n/2) —I—

10



Divide et impera Il: quiz 1 >t

Consideriamo la seguente ricorrenza. Quale caso del teorema master e
applicabile?

O(1) ifn=1
T(n) = «

 3T([n/2]) + ©(n) ifn>1

Caso 1: T(n) = O(n'°%3) = O(n'~>%).
Caso 2: T(n) = O(n log n).

Caso 3: T(n) = O(n).

c n w »

Il teorema master non e applicabile.

11



Divide et impera Il: quiz 2 g

Consideriamo la seguente ricorrenza. Quale caso del teorema master e
applicabile?

o N w »

0 ifn<i
T'(n) = <

 T([n/5])+T(n—3[n/10])+ Fn ifn>1

Caso 1: T(n) = O(n).
Caso 2: T(n) = O(n log n).
Caso 3: T(n) = O(n).

Il teorema master non e applicabile.

12
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Addizione e softrazione intera

Addizione. Dati due interi a n-bit a e b, calcolare a + b.
Sottrazione. Dati due interi a n-bit a e b, calcolare a — b.

T .. . “complessita a livello di bit”
Algoritmi di scuola elementare. ©(n) operazioni su bit.  «—— /0 > ord RAM)

Nota. Gli algoritmi classici per I'addizione e la sottrazione sono asintoticamente

ottimali.

14



Prodotto di interi

Prodotto. Dati due interi a n-bit a e b, calcolare a x b.
Algoritmo classico per la moltiplicazione. ©(n2) operazioni su bit.

1101 0 1 0 1
X 001 1 1 1 1 0 f
11 0 1 0 0 1
000 0O0O0UO OO
1101 0 1 0
1101 0 1 0 1
1101 0 1 0 f1
1101 0 1 0 f1
1101 0 1 0 1
000 0O0O0UO OO
011 010000000000 0 f1

Congettura. [Kolmogorov 1956] L'algoritmo classico e asintoticamente ottimo.
Teorema. [Karatsuba 1960] La congettura e falsa.

15



Prodotto: divide et impera

Per moltiplicare due interi a n-bit x e y:

* Dividi x e y in bit alti (piu significativi) e bassi (meno significativi).

* Moltiplica quattro interi a %n-bit, ricorsivamente.
* Somma e trasla i bit per ottenere il risultato.

m= | n/2 |
a= | x/2™" ] b=xmod?2"

, usa lo scorrimento di bit

C = |_ y /2™ J d =y mod 2™ per calcolare 4 termini

xy = 2"a+b)2"c+d) = 2?"ac + 2" (bc + ad) + bd
© © 06 O

Es. x =10001101 y=11100001

Y Y Y Y
a b C d

16



Prodotto: divide et impera

MULTIPLY (X, y, n)

IF (n=1)
RETURN Xx x y.
ELSE
m— | n/2 1.
a<— | x/2m]: b« xmod?27.
c— Ly/2"]; d« ymod2%.
¢ < MULTIPLY(a, c, m).

«— 0O(n)

f «— MULTIPLY(D, d, m).
«— 4T(|n/21)
g «— MULTIPLY (b, ¢, m).

h «<— MULTIPLY(a, d, m).

RETURN 2?" e + 2" (g + h) + f. «—— O®)

17



Divide et impera Il: quiz 3 e

Quante operazioni servono per il prodotto di due interi a n-bit usando
I'algoritmo divide et impera appena descritto?

o(1) if =1
T(n) = A

4T ([n/2]) + ©(n) ifn>1

T(n) = O(n'?).
T(n) = O(n log n).

T(n) — @(nlog23) — O(nl.SSS).

o N w »

T(n) = O(n?).

18



l'idea di Karatsuba

Per moltiplicare due interi a n-bit x e y:

* Dividi x e y in bit alti (piu significativi) e bassi (meno significativi).

i i | mezzo bc + ad, U i ita:
* Per calcolare il termine di mezzo b d, usa l'identita

bc+ad = ac+bd — (a—->b) (c—d)

* Moltipica solo tre interi a %n-bit, ricorsivamente.

m= | n/2 |

a= | x/2™ | b=xmod?2"
c= Ly/2"] d=ymod?2"

xy = 2"a+b)2"c+ d)

2" qc + 2™ (bc + ad) + bd

termine di mezzo

|

x=10001101

J \

Y

b

y=11100001

Y Y
C d

22" gc + 2™ (ac + bd — (a-b)(c—d)) + bd

19



Algoritmo di Karatsuba per il prodotto di interi

KARATSUBA-MULTIPLY (x, y, )

IF (n=1)
RETURN Xx x y.
ELSE
m«— | n/2 .
a<+— | x/2™|: b« xmod?2

c— Ly/2"]; d— ymod21.

«— O(n)

e «— KARATSUBA-MULTIPLY(a, ¢, m).

f «— KARATSUBA-MULTIPLY (b, d, m). «— 3T(|n/2])

g < KARATSUBA-MULTIPLY( |a—b |, | c—d | | m).
Cambia 1l segno di g se necessario.

RETURN 2" e + 2" (e+f—-g) +f <«— O®)

20



Analisi dell'algoritmo di Karatsuba

Proposizione. L'algoritmo di Karatsuba’s effettua O(n!~%) operazioni su bit per
moltiplicare due interi a n-bit.

Dim. Si applica il Caso 1 del teorema master alla ricorrenza:

 O(1) ifn =1
T(n) = 1

3T([n/2]) + ©(n) ifn>1

— T(n) _ @(nlogQS) _ O(n1'585)

In pratica.

* Siusala base 32 0 64 (anziché la base 2).
* Piu rapido dell'algoritmo classico da circa 320—640 bit in su.

21



Operazioni aritmetiche di complessita equivalente al prodotto

Prodotto di interi. Dati due interi a n-bit, calcolare il loro prodotto.

: : complessita a
problema aritmetico formula : —_
livello di bit

prodotto di interi axb M(n) (a+0)? —a®—b?

ab =
2
quadrato di interi a2 O(M(n)) /
divisione intera La/b] , amodb OM(n))
radici quadrate intere | Va | OM(n))

problemi di aritmetica intera aventi la stessa complessita a livello di bit
della moltiplicazione intera (M(n))

22



Storia della complessita asintotica della moltiplicazione intera

“

12xx classico O (n%)

1962 Karatsuba-Ofman O(n'>%)

1963 Toom-3, Toom-4 O (n'*%), O(n'*%

1966 Toom-Cook O(n'*+%)

1971 Schénhage-Strassen O(nlogn - log log n)

2007 Fiirer n log n 200og™

2019 Harvey-van der Hoeven O(n log n)
?77 O(n)

numero di operazioni su bit per moltiplicare di due interi a n-bit

Nota. La libreria GNU Multiple Precision library usa uno dei primi GMP

cingque algoritmi a seconda del valore di n. '\ «Atithmetic without limitations»

usata da Maple, Mathematica, gcc, crittografia, ... o3
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Analisi di Fourier

Teorema di Fourier. [Fourier, Dirichlet, Riemann] Qualunque funzione periodica
sufficientemente liscia puo essere espressa come somma di una serie di sinusoidi.

25



|dentita di Eulero

|dentita di Eulero. e = cos x + i sin x.

Sinusoidi. Somma di seni e coseni = somma di esponenziali complessi.

26



Dominio del tempo vs. dominio della frequenza

Segnale. [pulsante 1 del telefono] y() = 3sin(2z - 697 ¢) + 5 sin(2x - 1209 ¢)

<)

Dominio del tempo. 1f ﬂ ' ' !
0.5
sound
pressure
0.5}
\ | J .
0 0.005 0.01 0.015
t(seconds)

Dominio della frequenza.

0.51 ° °

amplitude

o 1 1 | 1 1
400 600 800 1000 1200 1400 1600
f(Hz)

Riferimento: Cleve Moler, Numerical Computing with MATLAB

27



Dominio del tempo vs. dominio della frequenza

Segnale. [registrazione, 8192 campioni al secondo]

-1 ! l | | ! l L

0.38 0.385 0.39 0.395 0.4 0.405 0.41 0.415 0.42

Magnitudo della trasformata discreta di Fourier.

300 , [ [ . ] .
200 .
100 | | |
|
it g \ - mwn'!/“ﬂl M\!ﬂ""m e g .
600 800 1000 1200 1400 1600

Riferimento: Cleve Moler, Numerical Computing with MATLAB



Trasformata di Fourier veloce: Fast Fourier Transform (FFT)

FFT. Modo rapido di convertire un segnale dal dominio del tempo al dominio della
frequenza.

Punto di vista alternativo. Modo rapido di moltiplicare e valutare polinomi.

\

seguiamo questo approccio

If you speed up any nontrivial algorithm by a factor of a NUMERICAL

in FORTRAN

million or so the world will beat a path towards finding T e

useful applications for it. ” — Numerical Recipes

29



Fast Fourier transform: applicazioni

Applicazioni.

* Qttica, acustica, fisica quantistica, telecomunicazioni, radar,
sistemi di controllo, elaborazione dei segnali, riconoscimento del parlato,
compressione dati, elaborazione di immagini, sismologia, spettrometria, ...

* Media digitali. [DVD, JPEG, MP3, H.264]

* Diagnostica medica. [MRI, CT, PET scans, ultrasound]

* Soluzioni numeriche dell'equazione di Poisson.

* Moltiplicazione di interi e di polinomi.

* Algoritmo quantistico di fattorizzazione di Shor.

“The FFT is one of the truly great computational developments

of [the 20th] century. It has changed the face of science and

N
e @ e N dlf oo e EaiR 2. S
IN APPLIED MATHEMATICS

engineering so much that it is not an exaggeration to say that
life as we know it would be very different without the FFT.”

— Charles van Loan

30



Fast Fourier transform: breve storia

Gauss (1805, 1866). Analizzo il moto periodico dell'asteroide Ceres.

Runge—Konig (1924). Posero le fondamenta teoriche.

Danielson—Lanczos (1942). Algoritmo efficiente, cristallografia a raggi x.

Cooley—Tukey (1965). Individuazione di test nucleari in Unione Sovietica e
tracciamento di sottomarini. Hanno riscoperto e popolarizzato la FFT.

An Algorithm for the Machine Calculation of
Complex Fourier Series

By James W. Cooley and John W. Tukey

An efficient method for the calculation of the interactions of a 2™ factorial ex-
periment was introduced by Yates and is widely known by his name. The generaliza-
tion to 3™ was given by Box et al. [1]. Good [2] generalized these methods and gave
elegant algorithms for which one class of applications is the calculation of Fourier
series. In their full generality, Good’s methods are applicable to certain problems in ~
which one must multiply an N-vector by an N X N matrix which can be factored
into m sparse matrices, where m is proportional to log N. This results in.a procedure
requiring a number of operations proportional to N log N rather than N°.

Importanza non compresa appieno fino all'avvento dei calcolatori digitali.

31



Polinomi: rappresentazione tramite i coefficienti

Polinomi univariati. [ rappresentazione a coefficienti |

Alz) = ag+ a1z +asz® +...+ap_1z"

B(ZC) — bo —|— blilf —|— b2562 —|— ... —|— bn_l.fbn_l

Addizione. O(n) operazioni aritmetiche.

A(CC) + B(ZU) — (ag + bo) -+ (a1 -+ b1)£l7 + ...+ (an—l + bn_l)xn—l
Valutazione. O(n) usando il metodo di Horner.

Alx) = ag+ (z(a1 +z(az + ...+ x(ap_—2 + x(Gn_1))-..))

a N

val =0.0
for j in range(n-1, -1, -1):

val = a[j] + (x * val)
\_ J

Moltiplicazione (convoluzione lineare). O(n?) tramite forza bruta.
2n—2 )

A(x) x B(x) = Z c;x' where ¢; = Zajbi_j

i=0 §=0

32



Divide et impera Il: quiz 6 e

Quale fu I'argomento della tesi di dottorato di Gauss?

T O m O N

L'eliminazione Gaussiana.

La Fast Fourier transform.

Il teorema dei numeri primi.

Il teorema integrale di Cauchy.

Il teorema fondamentale dell'algebra.
Le funzioni che preservano gli angoli.
Il metodo dei minimi quadrati.

La geometria nhon-euclidea.

La costruzione dell'eptadecagono regolare tramite riga e compasso.

33



Un titolo modesto per una dissertazione dottorale

DEMONSTRATIO NOVA
THEOREMATIS
OMNEM FVNCTIONEM ALGEBRAICAM
RATIONALEM INTEGRAM
VNIVS VARIABILIS
IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI GRADVS
RESOLVI POSSE

AVCTORE
CAROLO FRIDERICO GAVSS
HELMSTADII
APVD C. G. FLECKEISEN. 1799

1.

Quaelibet aequatio algebraica determinata reduci potest ad

formam x"+Ax"1+Bx" 2+ etc. +M=0, ita vt m sit numerus
integer positiuus. Si partem primam huius aequationis per X
denotamus, aequationique X=0 per plures valores inaequales
ipsius x satisfieri supponimus, puta ponendo x=a, x=f, x=y etc.
functio X per productum e factoribus x-a, x-f, x-y etc. diuisibilis
erit. Vice versa, si productum e pluribus factoribus simplicibus x-
a, x-f, x-y etc. functionem X metitur: aequationi X=0 satisfiet,
aequando ipsam x cuicunque quantitatum o, f, y etc. Denique si
X producto ex m factoribus talibus simplicibus aequalis est (siue
omnes diuersi sint, siue quidam ex ipsis identici): alii factores
simplices praeter hos functionem X metiri non poterunt.

Quamobrem aequatio m gradus plures quam m radices habere

t

nequit; simul vero patet, aequationem m' gradus pauciores

radices habere posse, etsi X in m factores simplices resolubilis sit:

“ Nuova dimostrazione del teorema che ogni funzione algebrica razionale intera
in una variabile si fattorizza in fattori reali di primo o secondo grado. ”



Polinomi: rappresentazione punto-valore

Teorema fondamentale dell'algebra. Un polinomio univariato di grado »n a
coefficienti complessi ha esattamente n radici complesse.

Corollario. Un polinomio univariato di grado n — 1 A(x) e individuato in modo

univoco dalla sua valutazione su n punti x distinti.

\ 4

35



Polinomi: rappresentazione punto-valore

Polinomi univariati. [ rappresentazione punto-valore |

A(.Xf): (xoa yO)a ) (xn—layn—l)

B(X): (.X(), ZO)? 00y (xn—l s Zn—l)

Addizione. O(n) operazioni aritmetiche.

A(x) + B(x): (x0,Y0 + 20)s -++» (K1, Y1 + Zn1)

Prodotto. O(n), ma A(x) e B(x) sono rappresentati con 2n punti.

A(x) x B(x): (X0, Y0 %X 20)5 «++» (X2n-1> Yon-1 X Z2n-1)

Valutazione. O(n?) usando la formula di Lagrange.

n—1
- r — T,
A(aj) = Z Yk ““‘77%( J) <—— non si usa in pratica
0 [ (@ — 25)

36



Conversione tra le due rappresentazioni

Tradeoff. Valutazione rapida o prodotto rapido? Vorremmo entrambe le cose!

rappresentazione prodotto valutazione

a coefficienti O(n?) O(n)

punto-valore O(n) O(n?)

Obiettivo. Conversione efficiente tra le due rappresentazioni = cosi che tutte le
operazioni possano essere rapide.

coefficient representation point-value representation

( ap, A1y ..., Qp—1 ) ( ($0,y0), oo g (azn_l,yn_l)j

37



Conversione tra le due rappresentazioni

Applicazione. Prodotto di polinomi (rappresentazione a coefficienti).

coefficient representation point value representation
\
ag, A1, - .., Apn—1 FET (CEQ,yo), sooc (aign_l,ygn_l)
b(), bla N bn—l O(n log n) (ZEO,Z()), oo (legn_l,ZQn_l)

point-value
multiplication
O(n)

inverse
[ €0, €1, .-, C2n—2 ) FFT ((flioayo X 20)y « - (T2n—1,Y2n-1 X Z2n—1))

O(n log n)
coefficient representation point value representation

38



Conversione tra le due rappresentazioni: metodo a forza bruta

A coefficienti = punto-valore. Dato un polinomio A(x)=ay + a;x + ... + a,_; x" !,

valutarlo in » punti distinti x,, ..., x, ;.

] [ 2 n-11T7T
2 n-1
— 2 n-1
2 n-1
: yn—l - ) 1 xn—l xn—l xn—l J L an—l -

Tempo di esecuzione. O(n?) tramite prodotti matrice-vettore (o n metodi di Horner).



Conversione tra le due rappresentazioni: metodo a forza bruta

Punto-valore = a coefficienti. Dati n punti distinti x,, ..., x, ; € valori
Yo, - » V1, trovare il polinomio (unico) A(x) =a, + a;x + ... + a,_; x*!, che ha i valori
dati nei punti dati.

] [ 2 n-11T7T
2 n-1
— 2 n-1
2 n-1
| yn—l i i 1 xn—l xn—l o xn—l J L an—l -

la matrice di Vandermonde e invertibile sse gli x; sono distinti

Tempo di esecuzione. O(n?) tramite eliminazione gaussiana.

N\

o0 O(n?38) tramite fast matrix multiplication
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Divide et impera Il: quiz 7 e

Quale metodo divide et impera si puo usare per il prodotto di polinomi?

AX) = ag+ a;x + a, x> + a3 x> + agx* + asx’ + agx® + a, x’.

A. Dividi il polinomio in termini di grado alto e di grado basso.

A, (X) = ag+ a x+ a,x* + a; x°.

_ 2 3
Apign (X) = a4 + asx + agx” + a; x°.

B. Dividi il polinomio in termini di grado pari e di grado dispari.

A, (X) = ay+ ax + a;x* + agx°.

A (X)) = a; + azx + asx* + a, x°.

C. Sia A che B.

D. Né A ne B.
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Divide et impera

Decimazione nel tempo. Divide i termini in grado pari e grado dispari.

c Ax) = aptax+ax*+ay;x+a,xt +asx’ +agx +ax'.

* A, (X) = ayg+ a,x + a,x* + agx’.

* A (X) = a +a3x + asx* + a, x°.

. — 2 2
AX) = Apyen(X7) + X A X°). Cooley-Tukey radix 2 FFT

Decimazione in frequenza. Divide i termini in grado alto e grado basso.

* A(x) = ay+a X+ ax* +ay; x>+ a,xt +asx® + agx +a,x'.

* A,,(X) = ag+a x+ax*+ ayx.

* Ay (X) = a4+ asx + agx* + a;x°.

o — 4
A(x) - Alow(x) T X Ahigh(x)' Sande-Tukey radix 2 FFT
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Da rappresentazione a coefficienti a punto-valore: intuizione

A coefficienti = punto-valore. Dato un polinomio A(x) =a, + a;x + ... + a,_; x" !,

valutarlo in n punti distinti x,, ..., x,_;.

<€«<—— possiamo scegliere noi quali!

Divide. Spezza il polinomio in termini di grado pari e dispari.

* Alx)
° Ayen(X)
A ga (X)
A(x)
A(=x)

= ay+ A X+ ay X2+ a3 x3+ a,xt + asxd + agx® + a; x’.

= ay+ ar, X + a,x? + agx3.

= a; + a3 x + asx? + a; x3.

=A
=A

x2) + xA,;(x2).

even(

(XZ) — XAodd(x2)~

even

Intuizione. Scegli i due punti 1.

.« A1)
.« A(=1)

=Aeven(1) + 1A0dd(1)‘
=Aeven(1) B ledd(l)'

Si puo valutare un polinomio di grado n-1
in 2 punti valutando due polinomi di
grado ¥2n - 1 in 1 solo punto.
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Da rappresentazione a coefficienti a punto-valore: intuizione

A coefficienti = punto-valore. Dato un polinomio A(x) =a, + a;x + ... + a,_; x" !,

Va|utar|0 N n puntl dlStlntl X s eoes X1~ <«<—— possiamo scegliere noi quali!

Divide. Spezza il polinomio in termini di grado pari e dispari.

* A(x) = qy+ a; X+ a,x2+ a3 x3+ a,x* + asx> + agx® + a; x’.
* A, .. (X)) = ay+ax+ ax?+ agx3.

* A, (x) = a;+a3x+ asx?+ a;x3.

* A(x) =A,,.,(X2) + xA_ /(x?).

A(—X) =A,,,.,(x2) — x A, 4(x?).

Intuizione. Scegli quattro punti complessi: +1, =i.

« A(1) =A,,(1) + 1A, ,,(1).

« A(-1) = A, (1) — 1A /(1. Si puo valutare un polinomio di grado n-1
. e . 7 <—— in 4 punti valutando due polinomi di

* A1) = Apen(=1) + 1 Ayu(=1). grado 2n - 1 in 2 punti.

« A(=i) =A,,(-D— iA_(-1).




Trasformata discreta di Fourier

A coefficienti = punto-valore. Dato un polinomio A(x) =a, + a;x + ... + a,_; x" !,

Va|UtaI'|O N n puntl dlStlntl X s eoes X1~ <«<—— possiamo scegliere noi quali!

Idea chiave. Scegli x, = w* dove w & una radice n-esima dell'unita.

[ Yo | 1 1 1 1 1 [ a,

v 1 o > > ! a

w=A@H —> | V2 I o o o’ " a
Vs = 1 o o’ w’ 03D a,

o, 1 o™ 2D G3eh o eeDe) a,

- 1

DFT Fourier matrix £
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Radici dell'unita

Def. Una radice n-esima dell'unita € un numero complesso x tale che x" = 1.

Fatto. Le radici n-esime dell'unita sono: w°, !, ..., ™! dove w =e* /",
Dim. ((Dk)n =(62m’k/n)n :(e“i)zk — (_1)2k - 1. \

alternativa comune: @ = ¢ 2% /"

Fatto. Le radici 4n-esime dell'unita sono: V2, vl, ....v"?> 1 dove v = w?=e*"i/",

w® =|v! =
[ J
3
0 !
[} ([ ]
4 _ 2 _ n=_§
W' =v-=-1 o’ =v'=1
@ L J
[ ([} 7
w w
[ J
® =V’ =—i




Fast Fourier transform

Obiettivo. Valutare un polinomio di grado n— 1, A(x) = ay + ... + a,_; x"! nelle radici
n-esime dell'unita: o, o', ..., o™

Divide. Spezza il polinomio in termini di grado pari e di grado dispari.

_ 2 /2-1
* A, (X)) = ag+aryx+axm+ o+ a, ,xV.

* A, (X)) = a+ayx+asx*+ ... +a,_ x"
Ax) =A,, %) +xA, . »(x).

A(=X) = Apen(X2) — X A,qd(X?).

even

Impera. Valuta A, (x) € A_,(x) nelle radice 4n-esime dell'unita: v°, v!, ..., v7>1

even

Combi e
ombina.
* Yk = A(wk) =A
° Vit Yo = A((Dk+ l/271) — A

\

A(-wb)

(V) + wkA ,,(vk), 0=k<n/2.
(vk) — wkA, ,,(vk), 0=<k<n/2.

even

even



FFT: implementazione

Obiettivo. Valutare un polinomio di grado n— 1, A(x) = a, +
esime dell'unita: 0, !, ..., o™
* e = AwK) =A,, (VK + ©0FA VK, 0=<k<n/?2.

even

° Yk+ e A((Dk+ 1/211) :A

even

FFT(n, ao, a1, az, ..., an1)

IF (n=1) RETURN ap.

(eo, e1, ...,enn-1) — FFT(n/ 2, ao,a2,aa, ...,ans).

(VK — wkA,,;(vh), 0=<k<n/2.

..+ a, ; x"! nelle radici n-

«— 27T(n/2)

(do,d1, ...,dno-1) — FFT(n/2,a1,a3,as, ...,an1).

FOR k=0 TO n/2-1.

Wk «— eZﬂ:ik/n.

«— O
Vi — ex + wkd.

Vk+n2 < ex — wkdy.

RETURN (y()a yi, Y2, --°9yn—1)°
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FFT: riassunto

Teorema. L'algoritmo FFT valuta un polinomio di grado n — 1 in ciascuna radice n-
esima dell'unita con O(n log n) operazioni aritmetiche e spxizio aggiuntivo O(n).

. assume che n sia una potenza di 2
Dim. ) P

T(n) = <«

©(1) ifn=1

 2T(n/2) + O(n) ifn>1

coefficient representation O(n log n) point-value representation

: FFT :
( ap, Ay, -.., Apn—1 ) ( (x07y0)7 090y (xn—layn—l)j
- 272 -
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Divide et impera Il: quiz 8

Nel calcolo della FFT di (ao, a1, az,

..., a7), quali sono i primi due

coefficienti coinvolti in una operazione aritmetica?

o 0

ao € ai.
ao € a.
ao € aa.
ao € aj.

Nessuna delle precedenti.
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FFT:

albero della ricorsione

o, dy, dy, d3, Ay, ds, dg, A7y

perfect shuffle

inverse
do, dy, Ay, Ug a,ads,ds, dy
dp, Ay s, de ay, ds as, dg
Ao dy ar de ai ds as
000 100 010 110 001 101 011

“bit-reversed” order

111
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FFT: decomposizione della matrice di Fourier

Punto di vista equivalente. La FFT attua una decomposizione ricorsiva della
matrice di Fourier.

1 1 1 1 1 o
1 o W’ W’ " Cb(l)
1 (02 0)4 (D6 (D2(n—1) 0 ao
/F no - 1 003 (D6 (1)9 (D3(n—1) - :
Fourier matrix . . . Un—1
1 o™ 20D 3D (D= - -
1 0 O 0] w0 0 0 |
O 1 O 0 0 w' 0 0
j— 0O 0 1 0 D, — 0 0 w? 0
0 0 0 1] 0 0 0 wh
4 R
DFT
1 D F a
— F a = n/2 n/2] [ n/2 even]
J [In/2 _Dn/2 Fn/2 Aodd




Inversa della trasformata discreta di Fourier

Punto-valore = a coefficienti. Dati n punti distinti x,, ..., x,_, e
valori y,, ..., v, trovare il polinomio unico a, + a;x + ... + a,_; x" !,
che ha i valori dati nei punti dati.

1 1

Inverse DFT Fourier matrix inverse (F,) ™!

) i -1 - .
a, 1 1 1 1 1 Yo
5 1 o > 0> o] o
7 1 o2 o’ o° e 2D v,
a, 1 o e o’ 3D v,

4, 1 o' 2D 30D (DD v,
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Inversa della trasformata discreta di Fourier

Proposizione. L'inversa della matrice di Fourier F, e data dalla formula:

1 1 1 1 1
1 o W’ W O I
. 1 o2 . =0 =21
n . 1 (1)_3 (0—6 (0—9 . (D—?)(n—l)
T e I VR T R 8 O

Fn / +/n @ una matrice unitaria

Conseguenza. Per calcolare la FFT inversa, si applica lo stesso algoritmo ma si
usa o' = e */* come radice principale n-esima dell'unita (e si divide il risultato per
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Moltiplicazione di polinomi

Teorema. Dati due polinomi A(x) =ao+ aix + ... + a1 x*!

N

e B(X) — bO + bl X + oo + bn—l bn_l di grado n— 1, |i pOSSiamO Si aggiungono Zeri per
C .. . . d t
moltiplicare usando O(n log n) operazioni aritmetiche. e L o
Dim.
coefficient representation point-value representation
) 4 0 or 1 )
ag, A1, ..., An—1 two FFTs A(UJ ),..., A(w e )
bo, bl, Ceey b,—1 O(n log n) B(wo),..., B(w2n—1)
J g J

point-value
multiplication

O(n)

I FFT
[ Co, C1y -+ -, Con—2 j m;?nr?:gn) [C’(wo),..., C(wzn_l)]

coefficient representation point-value representation




