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Regressione con altre funzioni di costo

Come trattare funzioni di costo diverse da quella quadratica?

Per esempio, nella regressione Least Absolute Deviation (LAD),

`(h, (x , y))
def
= |h(x)− y |

Per una vasta classe di funzioni di costo (convesse e/o differenziabili)
esiste una metodologia generale di ottimizzazione
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Minimizzazione iterativa del rischio empirico

Aggiorna i parametri w
del modello

Calcola il
costo ℓ

Modello
(funzione
ipotesi h)

Predittori (x)

Responso (y)

Predizione
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Discesa del gradiente (GD)

Sia f : Rd → R una funzione convessa differenziabile, con gradiente

∇f (w) =

(
∂f

∂w1
(w), . . . ,

∂f

∂wd
(w)

)

Algoritmo Gradient Descent (generico)

1 Poni w (1) = 0

2 Per t = 1, . . . ,T : w (t+1) = w (t) − η · ∇f (w (t))

3 Restituisci w (T )

L’algoritmo ha due parametri: η (tasso) e T (numero di passi)
(chiamati iperparametri per non confonderli con i parametri w del modello)
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Discesa del gradiente (GD)
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Discesa del gradiente (GD): impatto del tasso η

valore del parametro 

L(w)

Impiega
molto tempo!

punto di inizio

Tasso di apprendimento troppo basso
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Discesa del gradiente (GD): impatto del tasso η

valore del parametro 

L(w)

Oltrepassa il
minimo!

punto di inizio

Tasso di apprendimento troppo alto
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Discesa del gradiente (GD): impatto del tasso η

punto di inizio

valore del parametro 

L(w)

Convergenza
efficiente.

Tasso di apprendimento adeguato
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Discesa del gradiente (GD): Calcolo di un passo

Il metodo GD calcola ∇f (w) ad ogni passo

Per noi, f è il rischio empirico, funzione di tutti gli esempi di training:

f (w) =
1

m

m∑
i=1

`(hw , (x
(i), y (i))) =

1

m

m∑
i=1

`i (hw )

∇f (w) =
1

m

m∑
i=1

∇`i (hw )

dove hw è l’ipotesi codificata dal vettore w e `i è la funzione di costo
sull’esempio i-esimo

Ogni passo del metodo GD richiede di considerare tutti gli m esempi!
(metodo batch)
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Discesa del gradiente (GD) riformulato

Gradient Descent (per l’apprendimento supervisionato)

1 Poni w (1) = 0

2 Per t = 1, . . . ,T :

Poni w (t+1) = w (t) − η · 1
m

∑
i ∇`i (hw (t) )

3 Restituisci w (T )
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Discesa stocastica del gradiente (SGD)

Per dei passi più rapidi, si usa una variante stocastica di GD

Stochastic Gradient Descent (per l’apprendimento supervisionato)

1 Poni w (1) = 0

2 Per t = 1, . . . ,T :

Estrai un esempio i a caso
Poni w (t+1) = w (t) − η · ∇`i (hw (t) )

3 Restituisci w (T )

Ogni passo del metodo SGD richiede di considerare un solo esempio

Poiché Ei [∇`i (h)] = 1
m

∑m
i=1 ∇`i (h), l’aggiornamento è in valore atteso lo stesso di GD
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GD vs. SGD
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Esempio: SGD per la regressione lineare

Esempio

Derivare la regola di aggiornamento di SGD nel seguente scenario:

Ipotesi lineari: hw (x) = w>x

Costo quadratico: `(hw ) = (hw (x)− y)2

Calcolando il gradiente di `, otteniamo la regola di aggiornamento

Regola Least-Mean-Squares (LMS)

w ← w − 2η · (w>x − y) · x
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Esempio: SGD per la regressione LAD

Esempio

Derivare la regola di aggiornamento di SGD nel seguente scenario:

Ipotesi lineari: hw (x) = w>x

Costo LAD: `(hw ) = |hw (x)− y |

Calcolando il gradiente di `, otteniamo la regola di aggiornamento

w ← w − η · sgn(w>x − y) · x

dove (sgn(z))j =


+1 se zj > 0

−1 se zj < 0

0 se zj = 0
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Mini-batch SGD

Mini-batch SGD è un compromesso tra GD e SGD

Mini-Batch SGD (per l’apprendimento supervisionato)

1 Poni w (1) = 0

2 Per t = 1, . . . ,T :

Estrai un lotto (batch) B di esempi a caso
Poni w (t+1) = w (t) − η · 1

|B|
∑

i∈B ∇`i (hw (t) )

3 Restituisci w (T )

Ogni passo di mini-batch SGD richiede di considerare |B| esempi
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Batch GD vs. Mini-Batch SGD
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Batch GD vs. Mini-Batch SGD
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Batch GD vs. SGD vs. Mini-Batch SGD
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Scalabilità computazionale dei metodi di regressione

m: numero di esempi
d : numero di variabili di input

Esempi scanditi Dipendenza Interfaccia
Algoritmo ad ogni passo da d Iperparametri scikit-learn

Diretto (SVD) m Ω(d2) nessuno LinearRegression

Batch GD m Θ(d) η,T SGDRegressor

SGD 1 Θ(d) η,T SGDRegressor

Mini-batch SGD |B| Θ(d) η,T , |B| SGDRegressor

K -NN m Θ(d) K KNeighborsRegressor
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