
ESERCIZI SUL LOGARITMO COMPLESSO

ESERCIZIO [Logaritmo complesso su aperto semplicemente connesso]
Sia U un aperto connesso e semplicemente connesso di C∗ = C \ {0}. Sia z0 ∈ U e

scegliamo w0 ∈ C tale che ew0 = z0. Si consideri la funzione

log : U 7→ C

z 7→ w0 +

∫ z

z0

1

w
dw

dove l’integrale è fatto lungo un cammino da z0 a z. Dimostrare che:

(A) log z è ben definita.
(B) log z è una funzione olomorfa e vale che (log z)′ = 1

z
per ogni z ∈ U .

(C) Lo sviluppo in serie di potenze di log z in z0 è uguale a

log z = w0 +
∑
n≥1

(−1)n−1

nzn0
(z − z0)n.

(D) elog z = z per ogni z ∈ U .
(E) Se z = reiθ è la rappresentazione polare di z ∈ U , allora log z = log r+ iθ′ con θ′ ≡ θ

mod 2π.
(F) Se L : U → C è una funzione olomorfa tale che L′(z) = 1

z
per ogni z ∈ U , allora

L(z) = c+ log z per una costante c ∈ C.
(G) Se L : U → C è una funzione olomorfa tale che eL(z) = z per ogni z ∈ U , allora

L(z) = 2πik + log z per un certo k ∈ Z.

ESERCIZIO [Logaritmo e Primitiva di 1/z]
Sia U un aperto connesso di C∗ = C \ {0}. Dimostrare che:

(A) Se L è una funzione olomorfa su U tale che eL(z) = z per ogni z ∈ U , allora L′(z) = 1
z

per ogni z ∈ U . [Suggerimento: derivare l’identità eL(z) = z.]
(B) Se P è una funzione olomorfa e vale che P ′(z) = 1

z
per ogni z ∈ U , allora eP (z) = Cz

per una costante C ∈ C∗ e per ogni z ∈ U .
Dedurre che esiste una costante D ∈ C tale che L(z) := P (z)+D soddisfa eL(z) = z

per ogni z ∈ U .
[Suggerimento: derivare la funzione e−P (z)z.]

(C) Dimostrare che esiste una funzione P come in (B) se e solo se

Im(π1(U, b)→ π1(C∗, b)) = {1},
per un certo (o equivalentemente per ogni) punto b ∈ U .

ESERCIZIO [Primitive iterate del logaritmo]
Sia U un aperto di C∗ = C \ {0} su cui esiste una funzione logaritmo log. Per ogni

m ≥ 0, si consideri la funzione olomorfa

L−m : U −→ C,

z 7→
[
log z −

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

m

)]
zm

m!
.

Dimostrare che L0 = log e L′−m = L−m+1.
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ESERCIZIO [Logaritmo di una funzione]
Sia U un aperto connesso e semplicemente connesso di C e sia f una funzione olomorfa

su U mai nulla. Sia z0 ∈ U e scegliamo w0 ∈ C tale che ew0 = f(z0). Si consideri la
funzione

Lf : U 7→ C

z 7→ w0 +

∫ z

z0

f ′(w)

f(w)
dw

dove l’integrale è fatto lungo un cammino da z0 a z. Dimostrare che:

(A) Lf è ben definita.

(B) Lf è una funzione olomorfa e vale che L′f (z) = f ′(z)
f(z)

per ogni z ∈ U .

(C) eLf (z) = Lf (z) per ogni z ∈ U .
(D) Se L : U → C è una funzione olomorfa tale che eL(z) = f(z) per ogni z ∈ U , allora

L(z) = 2πik + Lf (z) per un certo k ∈ Z.

ESERCIZIO [Potenza complessa]
Sia U un aperto di C∗ su cui esiste una funzione logaritmo log, cioè una funzione

olomorfa su U tale che elog(z) = z per ogni z ∈ U .
Per ogni numero complesso α e per ogni z ∈ U , si definisca

zα := eα log(z).

Dimostrare che:

(A) Per ogni α ∈ C, la funzione z 7→ zα è una funzione olomorfa su U .
(B) Se α = n ∈ Z, allora zα coincide con la definizione usuale di zn.
(C) zα+β = zα · zβ per ogni z ∈ U e ogni α, β ∈ C.
(D) Se α = 1

n
con n ∈ N, allora z1/n è una radice n-esima di z.

(E) Sia Rn, con n ∈ N, una funzione olomorfa su U tale che Rn(z)n = z per ogni z ∈ U .
Dimostrare che Rn(z) = en log(z) per ogni z ∈ U .
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