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(1) (3 punti) Si consideri il sottoinsieme dei numeri complessi
QW-3):={a+bv/-3 :a,beQ} CC

Dimostrare che Q(v/—3) & un campo.

[Suggerimento: per trovare I'inverso moltiplicativo di un elemento non nullo, si
usi la formula N(x) = z -7, dove T ¢ il coniugio complesso di x e N =|[.|[*: C —
R>p ¢ il quadrato della norma usuale ||.||.]

(2) (4 punti) Si consideri ’elemento

(0.1) wim HT\/_B € Q(V=3).
Dimostrare che:
(i) w ¢ una radice del polinomio X? + X + 1 € C[X];
(i) w = w?;
(iii) le radici del polinomio X? + X + 1 sono w e w?.
(iv) w e w? sono le due radici complesse terze non banali (cioe diverse da 1)
dell'unita;
[Suggerimento: si usi I'uguaglianza (X —1)(X?2 4+ X +1) = X® — 1]
(3) (4 punti) Si considerino i due sottoinsiemi di C:

Z[V=3] = {a+bvV/=3 :a,bc 7},
Zw]) :={a+bw :a,beZ}.

Dimostrare che Z[v/—3] C Z[w] sono due domini integrali (rispetto all’addizione
e la moltiplicazione indotte da C) con campo dei quozienti Q(y/—3).

(4) (5 punti) Si dimostri che un elemento di Q(y/—3) soddisfa un’equazione quadratica
monica a coefficienti in Z, cio¢ un’equazione della forma X? + BX + C = 0 con
B,C € Z, se e solo se appartiene a Z[w].

(5) (5 punti) Dimostrare che Z[y/—3] non & un dominio a fattorizzazione unica.

[Suggerimento: si consideri I’elemento w. Argomentare che w si puo scrivere
come w = ¥ con z,y € Z[\/=3]) tali che y ¢ U(Z[v/-3] e med(z,y) ~ 1 in
Z|v/=3]. Sostituendo nell’equazione x> 4+ x + 1 = 0, dedurre che y|z*. Concludere
che l'esistenza di due elementi x,y € Z[v/—3] che soddisfano le suddette proprieta
implica che Z[v/=3] non & un UFD.]

(6) (5 punti) Dimostrare che Z[w] ¢ un dominio Euclideo rispetto alla funzione N =
||]|? che & esplicitamente data da:

N : Z[w]" — Nxo,
a—+ bw — a® — ab+ b2,
[Suggerimento: dati z,y € Z|w] con y # 0, si consideri il quoziente y —Ptawe
Q(w) = Q(v/—3) e si approssimino i numeri razionali p e ¢ con due interi n e m

tali che [p—n| < 1/2e |¢g—m| < 1/2. Poi si stimi la norma di r := 2 —y(n+mw).]
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(7) (4 punti) Mostrare che le unita di Z|w] sono date da
U(Zw]) = {£1, +w, +w’}.

[Suggerimento: mostrare che z € Z]w] & un’unita se e solo se N(z) = 1.]
(8) (5 punti) Dimostrare che la mappa

¢ Z[X| — Zw],
p(X) = p(w),
¢ un omomorfismo unitario di anelli che & suriettivo e il cui nucleo e 1'ideale
principale (X? 4+ X + 1).
Dedurre che ® induce un isomorfismo unitario di anelli
7| X] o~
e 7
[p(X)] = p(w),

(9) (3 punti) Dimostrare che 1 — w ¢ un elemento irriducibile tale che 1 —w ~ 1 —w
eN(l-w)=(1-w)(l—-w)=3.

(10) (5 punti) Sia p un numero primo diverso da 3. Dimostrare che p ¢ irriducibile in
Z|w] se e solo se p non & norma di un elemento di Z[w] se e solo se p =2 mod 3.

[Suggerimento: usare le seguenti due condizioni

e p ¢ riducibile se e solo se esiste un elemento di Z[w| di norma uguale a p.

e p ¢ irriducibile se e solo se Z,[X]/(X? + X + 1) ¢ un dominio se e solo se
((Z,)*,.) non contiene una radice terza non banale dell’unita. |

(11) (4 punti) Se p ¢ un numero primo tale che p =1 mod 3, allora la fattorizzazione

di p in irriducibili Z[w] é:
p=TpTp
con m, = a+bw € Z[w| tale che N(a+bw) = p. Inoltre m, e T, non sono associati.
[Suggerimento: usare il punto (10) per la prima parte e il punto (7) per la
seconda parte.|

(12) (4 punti) Mostrare che gli irriducibili di Z[w] sono, a meno di associazione, tutti
e soli gli elementi 1 —w, {p : p=2 mod 3}, {m,,7, :p=1 mod 3}.

(13) (4 punti) Dimostrare che dato un intero positivo n, esistono degli interi a,b € Z
tali che a® — ab + b> = n se e solo se tutti i primi p = 2 mod 3 compaiono nella
fattorizzazione di n con esponente pari.

[Suggerimento: reinterpretare la condizione su n in termini di norma di elementi
di Z|w] e poi usare i punti (9), (10), (11).]



