SOLUZIONI DELL’APPELLO B DEL CORSO AL210 - ALGEBRA 2
18 FEBBRAIO 2019

(1) Si consideri il gruppo
G = {(a,z|a® =1,2* = 1, zaz = a”).

(A) (3 punti) Dimostrare che ogni elemento di G si scrive in maniera unica nella
forma (chiamata in seguito forma canonica)

a® oppure a*z con k € Zg,

con la solita convenzione che a® = 1 & 'identita di G.

Soluzione:

Ogni elemento di G si scrive come una parola con lettere a, a™!, x e 271, e
dunque si scrivera nella forma

— 401 01 402 002 i e Jk
g=a - r-a“xr"...a"r",

per un certo k € N e certi elementi iy, ji, ..., 0, Jx € Z.

La prima relazione mi dice che posso considerare gli indici 71, ..., 7 come ele-
menti di Zg. La seconda relazione mi dice che posso semplificare I’espressione
di ¢ fino a ridurmi al caso ji, ..., jx € {0,1}. Infine I'ultima relazione implica
che

(0.1) ra® = a®*x  per ogni k € Zsg,

e questo mi consente di semplificare I'espressione di g fino a ridurmi all’espressione

in forma canonica g = a* oppure g = a*x con k € Zs.

Osserviamo anche che l’espressione in forma canonica non si puo ulterior-
mente semplificare perché non contiene sottoparole della forma a® oppure z2
oppure za.

(B) (3 punti) Determinare le formule di moltiplicazione del gruppo G, cioe scrivere
(a*x?) - (a'a?) (per k,l € Zg e i,j = 0, 1) in forma canonica.
Soluzione:
Usando 'equazione (0.1) e la relazione z? = 1, otteniamo che

(0.2)

CLkilf) (alx) — ak+5l$2 — ak+5l‘
(C) (3 punti) Calcolare I'ordine di ciascun elemento di G e scrivere il suo inverso
in forma canonica.
Soluzione:
Usando (0.1) e la relazione z* = 1, I'inverso si calcola nel seguente modo

(ak)—l — a_k,
(0.3) k,o\—1 1 —k k 5k 3k
(a"x) " =2 a " =xa" =a "r =a"x.
1



Per calcolare I'ordine degli elementi della forma a*, osserviamo che (a) & un

sottogruppo di G isomorfo a Zg. Dunque l'ordine di a* in G & come 'ordine
di k in Zg e dunque

o8
o) = s kT

Per calcolare I'ordine degli elementi a*x, osserviamo innanzitutto che ’ordine
deve dividere l'ordine del gruppo G che & 16 (per il teorema di Lagrange).
Dunque calcoliamo (usando (0.2))

(0.4) (akx)2 — a6k’ (akx)4 — (aﬁkx)Q — a12k — a4k’ (akx)S — <a4k)2 — 17
il che implica che

2 sek=0,4,
o(afz) ={4 sek=26,
8 sek=1,3,57T.

(D) (4 punti) Determinare le classi di coniugio di G.
Soluzione:
Calcoliamo gli automorfismi interni I(a*) e I(a*z) usando (0.3) e (0.2)

{ I(a")(d") = a *d'd" = d',

I(a")(a'z) = a *a'za® = o

I(akaz)(al) _ CLSkSECLlakZU _ a3ka5(k+l)x2 — a5l,
I(d"z)(d'z) = a**zd'za*r = 0¥ a2 ab s = ¥ 1.

Come si vede dalle formule di sopra, la classe di coniugio di a' ¢ uguale a

{a',a®}, mentre la classe di coniugio di a'z & uguale a {a'x, a' "z, a®x, a®x}.

Dunque deduciamo che le classi di coniugio sono:

(0.5)
{1}, {a, a5} , {aQ} , {a3, a7} , {a4} , {aﬁ} , {x, a4x} , {ax, a5x} , {an, an} , {asx, a7x} )

(E) (4 punti) Determinare il sottogruppo commutatore [G,G] di G e mostrare
che il quoziente G/[G, G] & isomorfo a Zy X Zs.
Soluzione:
Usando le formule (0.2) e (0.3) e la relazione (0.1), calcoliamo i commutatori
di G:

k k.l —k

,a'] = dfalaFa Tt =1,

(0.6) [a*, alz] = afalzaFadle = aFHaB k342 = g~k

la

0"z, d'z] = d*zalza® zade = QL2 3R 2 A5

Deduciamo che il sottogruppo commutatore di G € uguale a
G, G] = {1,a"} = (a").

Per la seconda parte ci sono due dimostrazioni:
Prima dimostrazione:
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(0.7)

Usando la proprieta universale dei gruppi definiti da generatori e relazioni,
possiamo definire I’omomorfismo di gruppi

‘;[IIG—>Z4XZ2,
a— (1,0),
z+— (0,1),

che ¢ ben definito siccome tutte le relazioni soddisfatte da @ e  in G sono
anche soddisfatte da (1,0) e (0,1) in Zy X Zy. L’omomorfismo ¥ ¢ suriettivo
perché la sua immagine contiene i generatori (1,0) e (0, 1) di Z4 X Zsy. Dunque,
siccome |G| = 16 e |Zy X Zs| = 8, ne deduciamo che il nucleo di ¥ deve
avere cardinalitd uguale a 2. Siccome ¥(a*) = 4(1,0) = (0,0), abbiamo che
|G, G] = (a*) C ker ¥ e dunque confrontando le loro cardinalita ne deduciamo
che [G,G] = ker ¥. Ora il primo teorema di isomorfismo implica che

G/[G, G] = 7y X Zg.

Seconda dimostrazione:
Il quoziente G/[G, G| ammette la seguente presentazione:

G/|G,G) = {a,x|a® = 1,2> = 1,2a = a’z,a* = 1) = (a,z]a* = 1,2° = 1, 2a = ax).

Dunque G/[G, G| ¢ generato da due elementi che commutano tra di loro e
hanno ordine 4 e 2. Quindi G/[G, G] & isomorfo a Z, X Zs.

(F) (5 punti) Dimostrare che gli unici sottogruppi non normali di G sono U; := (z)
e Uy := (a'r).
Soluzione:
Osserviamo che tutti i sottogruppi di G' che contengono [G, G| sono normali
per il Teorema di corrispondenza e il fatto che G/[G, G] & abeliano e dunque
tutti i suoi sottogruppi sono normali. Dunque se U ¢ un sottogruppo non
normale di G, U non pud contenere a*. Dalle formule (0.4) e dalle formule di
moltiplicazione in (a) = Zg, deduciamo che

UC{l,z,a"x}.

Siccome z e a'xr hanno ordine 2 per il punto (C), gli unici sottogruppi di G
contenuti in {1,z,a*z} sono U; := (z) e Uy := (a'x). Siccome z e a’z sono
coniugati per il punto (D), allora ne deduciamo che U; e U; non sono normali.

(G) (5 punti) Dimostrare che gli unici sottogruppi di G di ordine 4 sono

Hy = <a2>7
H, = (a*7),
Hs = (a*, x).

Soluzione:

Sappiamo che ogni sottogruppo sottogruppo di ordine 4 e isomorfo a Z4 op-
pure Zs X Zo. Dal punto (C), sappiamo che gli elementi di G di ordine 4
sono {a?, a® a*z,a’z} e quelli di ordine 2 sono {a?, z, a'z}. Dunque, siccome
(a*)? = a% e (ax)3 = abx, ne deduciamo che i sottogruppi di G isomorfi a Z,
Sono



D’altra parte, siccome gli elementi in {a*, z,a’xr} commutano a due a due,
e il prodotto di due di loro e uguale al terzo, allora abbiamo che 'unico
sottogruppo di G isomorfo a Zy X Zs €

Hs = (a*,2) = {1,a*, z,a*x}.

(H) (5 punti) Per ciascuno dei sottogruppi H; del punto precedente, si dica se
G/H; ¢ isomorfo a Zy X Zs oppure Z, e si determini se ’estensione

0—-H,—-G—G/H;—0

spezza.
Soluzione:
Calcoliamo i quozienti G/ H; usando la presentazione di G:

= (a,z]a® = 1,2 = 1,2a = a’z,a* = 1) = (a,z|a® = 1,2% = 1,20 = az) = Zy X Zy,

= (a,za® =1,2° = 1,2a = a’r,x = a %) = (a|a* = 1) = Z,,

— = (a,7]a® = 1,2° = 1L,va = a’x,a" = 1,2) = (a,z]a’ = 1) = Zy.

Ora sappiamo che 'estensione
0—-H,—-G—>G/H;—0

spezza se e solo se esiste un sottogruppo A; di GG che si mappa isomorficamente
su G/H; tramite la restrizione del quoziente G — G/H; a A;. Cio accade
se e solo se A; & un sottogruppo isomorfo a G/H; tale che A, N H; = {1}.
Dalla classificazione dei sottogruppi di ordine 4 del punto (G), sappiamo che
ogni tale A; deve essere uguale ad un sottogruppo della forma H;. Tuttavia
tutti i sottogruppi H; contengono a*, e dunque non esiste nessuna coppia
(H;, H;) di sottogruppi di ordine 4 tale che H; N H; = {1}. Ne deduciamo
che 'estensione (0.8) non spezza in nessun caso.
(I) (5 punti) Dimostrare che gli unici sottogruppi di ordine 8 di G sono

Ly = (a),
Ly = (ax),
Lz = {a*, ).

Soluzione:

Ogni sottogruppo di ordine 8 ¢ normale (perche ha indice 2) e con quoziente
isomorfo a Zs e dunque abeliano. Dunque, per il Teorema di corrispondenza,
ogni tale sottogruppo € I'immagine inversa tramite 'omomorfismo ¥ : G —
G/|G,G]) = Zy x Zy di (0.7) di un sottogruppo di Z4 X Zy di indice 2. I
sottogruppi di indice 2 di Z4 X Zsy sono

M, = ((1,0)) = Z,
My = ((1,1)) = Zy,
M; = ((2,0),(0,1)) = Zy X Zs.
Usando la formula (0.7) per 'omomorfismo ¥, deduciamo che ¥=(M;) = L;

per ogni ¢ = 1,2, 3.
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(J) (5 punti) Per ciascuno dei sottogruppi L; del punto precedente, si dica se
G e isomorfo al prodotto semidiretto interno G = L; x S; per un qualche
sottogruppo .5;.

Soluzione:
Sappiamo che G = L; x S; per un qualche sottogruppo S; se e solo se S; ¢ un
sottogruppo isomorfo a G/L; tale che S; N L; = {1}. Siccome G/L; = Z,, S;
deve essere un gruppo ciclico generato da un elemento di ordine 2. Dal punto
(C), sappiamo che gli elementi di G di ordine 2 sono {a', z,a'xr}. Dunque
abbiamo che:
e Se i = 1,2, siccome l'unico elemento di ordine 2 contenuto in L; & a*,
allora G = L; x S; con S; = (x) oppure S; = (a’z).
e Siccome L3 contiene tutti gli elementi in {a?, z, a*z}, allora non esiste
nessun sottogruppo Ss tale che G = L3 x S5.
(2) Sia R un dominio a ideali principali.
Avvertenza: C’erano alcune imprecisioni nel testo, e cioe:
e si doveva assumere che R non fosse un campo;
e nel punto (B), M si doveva assumere diverso da (0);
e nel punto (C), a si doveva assumere diverso da 0.

Correggero l'esercizio assumendo queste condizioni. Chi si ¢ accorto di queste

imprecisioni, ha ricevuto un punteggio piu alto.

(A) (4 punti) Sia M un ideale di R. Dimostrare che le seguenti condizioni su M
sono equivalenti:

(i) M ¢ massimale,

(ii) M e primo e diverso da (0),

(iii) M = (p) con p elemento irriducibile.
Soluzione:
(i) = (i1): sia M un ideale massimale di R. Allora M ¢ anche primo (perche
ogni ideale massimale & primo in un qualsiasi anello). Se per assurdo M = (0),
allora per ogni 0 # = € R siavrebbe che (0) € () e dunque per la massimalita
di M avremmo che (z) = R. Questo implica che x ¢ invertibile, e dunque che
R e un campo, che invece ¢ escluso per ipotesi. Siccome R non € un campo,
allora esiste un elemento x € R non nullo e non invertibile. Questo implica
che (0) # (z) # R.
(11) = (i4i): siccome R & un dominio a ideali principali, abbiamo che M = (p).
Dato che M # (0), R, allora abbiamo p # 0 e p non ¢ un’unita di R. Inoltre
siccome M = (p) & un ideale primo, allora p & un elemento primo e dunque
irriducibile (usando che R ¢ un dominio integrale).
(17i) = (i): sia M = (p) con p irriducibile. Siccome p # 0 e p non & un’unita,
allora M # (0) e M # R. Se per assurdo M non fosse massimale, allora
esisterebbe un ideale N # R che contiene strettamente M. Siccome R e
un dominio a ideali principale, allora N = (q) per un certo q. L’ipotesi
N = (q) # R si traduce nel fatto che ¢ non ¢ un unita, mentre l'ipotesi che
M = (p) € N = (q) si traduce nel fatto che ¢ & un fattore proprio di p.
Questo implicherebbe che p non e irriducibile, il che contraddice le ipotesi.

(B) (4 punti) Dimostrare che ogni ideale proprio di R si scrive come prodotto
M --- M, di ideali massimali, che sono univocamente determinati a meno
dell’ordine.

Soluzione:



Sia M un ideale proprio di R e diverso da (0). Siccome R ¢ un dominio a
ideali principali, allora M = (x) per un certo x € R non nullo e non un’unita
di R. Siccome R & un dominio a fattorizzazione unica (essendo un dominio a
ideali principali), z ammette una fattorizzazione in irriducibili

Ponendo M; = (p;), la fattorizzazione di sopra si traduce in un’uguaglianza
di ideali
M =M ... M,,

e ciascun M; & un ideale massimale per il punto (A).
(C) (4 punti) Sia a € R. Dimostrare che:

e R/(a) & un campo se a ¢ un elemento primo.

e RR/(a) non ¢ un dominio se @ non ¢ un elemento primo.
Soluzione:

Dalla teoria, sappiamo che:

e RR/(a) & un campo se e solo se (a) ¢ un ideale massimale;

e 1R/(a) non ¢ un dominio se e solo se (a) non ¢ un ideale primo.
Dunque concludiamo usando il punto (A) che implica che, siccome a # 0,
allora (a) & massimale se e solo se (a) & primo se e solo se a ¢ irriducibile se e
solo se a ¢ un elemento primo (per quest’ultima implicazione abbiamo usato
che R ¢ un dominio a fattorizzazione unica).

(3) Si consideri il seguente sottoanello unitario di C

ZIN?2) = {a+bV2 :a,be Z} CC,
e il suo campo dei quozienti
Q(V2) :={a+bV2 :a,b€Q} CC.
(A) (3 punti) Dimostrare che la funzione
o Z[V2] — Z[V2|
a+bvV2—a—bv/2
¢ un isomorfismo unitario di anelli. Dedurre che la funzione
N:ZV2] —Z
r—z-o()
& moltiplicativa, cioe soddisfa N(xy) = N(z)N(y) per ogni x,y € Z[V2).

Soluzione:
La funzione ¢ € un omomorfismo unitario di anelli perché:

(a4 b0V2) + (c+dV2)) = (a+¢c) — (b+ d)V2 = o(a+ bV2) + o(c + dV2)),
(a+bV2) - (c+ dV2)) = o((ac + 2bd) + (ad + be)V2) = (ac + 2bd) — (ad + be)V2 =
= (a—bV2) - (c—dV2) = a(a+bV?2) - o(c + dV?2),

o(l) =1,

Inoltre ¢ e chiaramente iniettiva e suriettiva, e dunque e un isomorfismo
unitario di anelli.
La funzione N e moltiplicativa perché

o
o

N(zy) = vyo(zy) = :Eya(x)a(é/) = zo(z)yo(y) = N(z)N(y),



usando che ¢ & moltiplicativa e che I’anello Z[v/2] & commutativo.

(B) (5 punti) Dimostrare che Z[v/2] & un dominio Euclideo rispetto alla funzione

[N|: ZIV2]* — Nso,
a+bV2 — |N(a+bv2)| = |a® — 20%.
Soluzione:
Si considerino ora due elementi z,y € Z[v/2] con y # 0 e il loro quoziente
s =pt qV2 € Q(+/2). Si scelgano due interi n e m tali che [p —n| < 1/2 e
lg — m| < 1/2 e si ponga
ri=e—yn+mv2) =y [(p-n)+ (- mv2| 2V
Ora calcoliamo la funzione | N| applicata a r:
IN()| = |N(y) [(p—n)* = 2(q —m)*]| < [N(y)| [|(p —n)*| +[2(q — m)*[] <
1 1
<IN |5+ 3] < V)

Dunque abbiamo ottenuto in Z[v/2] una scrittura della forma
z=y(n+mv2)+r con|N(r) < |N(y),

e cid mostra che Z[v/2] ¢ un dominio Euclideo rispetto a |N]|.

(C) (5 punti) Mostrare che 2 ¢ il prodotto di due irriducibili associati di Z[v/2].
Soluzione:
Osserviamo innanzitutto che un elemento x di Z[v/2] & un’unita se e solo se
N(z) = £1, come segue dalla moltiplicativita di N e dalla formula

(0.9) = ;(é)) cQ(V2) sex#0.

Questo implica che ogni elemento di Z[ﬁ] che ha norma uguale a +p, con p
numero primo, e irriducibile.
Ora vale che
2=(v2)? e N(V2)=2
Dunque v/2 ¢ irriducibile e 2 = (\/5)2 ¢ la fattorizzazione in irriducibili.
(D) (5 punti) Mostrare che 7 ¢ il prodotto di due irriducibili non associati di
Z[V2].
Soluzione:
Osserviamo che

T=03+vV2)3-v2) eNB+V2)=NB-v2)=T.

Dunque, per quanto osservato nel punto (B), gli elementi 3-++/2 e 3—+/2 sono
irriducibili. Rimane da dimostrare che essi non sono associati. Per assurdo,
supponiamo che 3 + V2 e 3 — /2 siano associati, cioe

34+V2=u(3-2),
con v unita di Z[v/2]. Dunque usando la formula (0.9), abbiamo che
3—V2 3+v2  11+6v2
(3= V2) V2 _ V2 € Q(V2).
N(3—+?2) 7 7

Chiaramente tale elemento v non appartiene a Z[\/i] e questo e assurdo.
7
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(E) (5 punti) Dimostrare che 3 ¢ irriducibile in Z[/2].
Soluzione:
Supponiamo per assurdo che 3 non sia irriducibile. Allora 3 ammette un
fattore non banale = a + bv/2 € Z[V/2]. Siccome N(3) = 9, per quanto
detto nel punto (B) dobbiamo avere che

N(z) = a* — 2b* = £3.
Prendendo la congruenza modulo 3, abbiamo che
(0.10) a® =2b* mod 3

Ora distinguiamo due casi:

e Seb # 0 mod3 (e dunque b = +1 mod 3), allora v*> = 1 mod 3.
L’equazione (0.10) implica che @ # 0 mod 3, che similmente implica
che a> =1 mod 3. Ma allora l'equazione (0.10) non ¢ soddisfatta, il
che e assurdo.

e Se b =0 mod 3, allora (0.10) implica che a = 0 mod 3. Dunque a e
b sono entrambi divisibili per 3, il che implica che N(z) = a? — 2b* &
divisibile per 9. Ma allora N(z) # 43, il che ¢ un assurdo.



