
ESERCIZI SU OMOMORFISMI, PRESENTAZIONI

ESERCIZIO 1
Sia f : G→ H un omomorfismo con H abeliano. Dimostrare che ogni sottogruppo di

G che contiene ker f è abeliano.

ESERCIZIO 2
Sia f : G → H un omomorfismo. Dimostrare che per ogni sottogruppo K di G vale

che f−1(f(K)) = ker(f) ·K. Dedurre che f−1(f(K)) = K se e solo se ker(f) ⊆ K.

ESERCIZIO 3
Dimostrare che:

(i) Z = 〈s|〉 = F1.
(ii) Zn = 〈s|sn〉.

ESERCIZIO 4
Dimostrare che:

(i) Dn = 〈s, t|sn, t2, st = ts−1〉.
(ii) Dn = 〈x, y|x2, y2, (xy)n〉.

ESERCIZIO 5
Dimostrare che il gruppo diedrale infinito D∞ (introdotto negli Esercizi 2) ammette le

seguenti presentazioni:

(i) D∞ = 〈s, t|t2, st = ts−1〉.
(ii) D∞ = 〈x, y|x2, y2〉.

ESERCIZIO 6
Dimostrare che il gruppo dei quaternioni Q (introdotto negli Esercizi 2) ammette la

seguente presentazione

Q = 〈x, y|x4, y2 = x2, yxy−1 = x−1〉.

ESERCIZIO 7
Sia G un gruppo finito. Dimostrare che G ammette la seguente presentazione finita

G = 〈G | {abc−1 : per ogni a, b, c ∈ G tale che ab = c}〉.

ESERCIZIO 8
Dimostrare che:

(i) Se 0 ≤ n < m allora Fn è isomorfo sia ad un sottogruppo di Fm che ad un suo
quoziente.

(ii) Dimostrare che F1 × F1 non è un gruppo libero.
(iii) Dimostrare che Z(Fn) = {1} se n ≥ 2.

ESERCIZIO 9
Dimostrare che esiste un omomorfismo suriettivo

〈σ1, . . . , σn−1|σ2
i , (σiσj)

2 se j > i+ 1, (σiσi+1)
3〉 −→ Sn

che manda σi nella trasposizione (i, i+ 1).

ESERCIZIO 10
1



Dimostrare che esiste un omomorfismo suriettivo

〈x1, . . . , xn−1|x2i , (xixj)3 per ogni i 6= j, (xixjxixk)
2per ogni i 6= j, i 6=, j 6= k〉 −→ Sn

che manda xi nella trasposizione (1, i).

ESERCIZIO 12
Dimostrare che esiste un omomorfismo suriettivo

〈S, T |S2, (ST )3〉 −→ PSL2(Z) = SL2(Z)/(±I2),

S 7→
(

0 −1
1 0

)
,

T 7→
(

1 1
0 1

)
,

dove SL2(Z) è il gruppo delle matrici 2× 2 a coefficienti in Z con determinante uguale a
±1.

ESERCIZIO 13 (La funzione segno tramite le inversioni)
Consideriamo la funzione

s̃gn : Sn −→ {±1},
σ 7→ (−1)| inv(σ)|,

dove inv(σ) := {(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 : i < j and σ(i) > σ(j)}.
(i) Mostrare che se τ è una trasposizione, allora s̃gn(τ) = 1.

(ii) Sia P l’insieme delle funzioni (non necessariamente lineari) da f : Qn → Q. Per
ogni f ∈ P e ogni σ ∈ Sn, si definisca σf ∈ P tramite

(σf)(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Dimostrare che per ogni σ, τ ∈ Sn vale che

σ(τf) = (στ)f.

(iii) Si consideri la funzione p : Qn → Q definita da

f(x1, . . . , xn) :=
∏
i<j

(xi − xj).

Dimostrare che per ogni σ ∈ Sn vale che

σp = s̃gn(σ)p.

(iv) Mettendo insieme (ii) e (iii), si deduca che s̃gn è un omomorfismo.
(v) Mettendo insieme (i) e (iv), si deduca che sgn = s̃gn.

[Suggerimento: si usi che Sn è generato da trasposizioni.]
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