FOGLIO DI ESERCIZI 1: SOTTOSPAZI E SOMME DIRETTE

ESERCIZIO 1
Sia V un F-spazio vettoriale e si considerino tre sottospazi S, T e U.

(i) Mostrare che
UNnS+T)2UNS)+({UNT)
e vale 'uguale se U O S oppure U D T
(ii) Mostrare che
U+SNT)CU+S)NU+T)
e vale I'uguale se U C S oppure U C T.
(iii) Dare esempi in R? di sottospazi S, T, U per cui non valgono le uguaglianze nel punto
(i) e (ii).
ESERCIZIO 2
Sia V' uno spazio vettoriale e siano S,T" due sottospazi. Dimostrare che

SUT ¢ un sottospaziodi V<= S CT oT CS.

ESERCIZIO 3

Sia V' uno spazio vettoriale e sia {5, };c; una collezione di sottospazi vettoriali di V.

Dimostrare che se per ogni S; e S; esiste un S tale che S; U S; C Sy allora Uie[ S; e
un sottospazio vettoriale di V.

ESERCIZIO 4
Si consideri lo spazio vettoriale R%. Si diano esempi di:

(i) un sottoinsieme A di R? che ¢ un sottogruppo di (R? +,0) ma non ¢ chiuso rispetto
alla moltiplicazione per scalari (e dunque non ¢ un sottospazio di R?).

(ii) un sottoinsieme B di R? che ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione scalare ma non
rispetto all’addizione vettoriale (e dunque non & un sottospazio di R?).

ESERCIZIO 5

Sia V' uno spazio vettoriale.

(i) Dimostare che I'operazione N sull’insieme dei sottospazi ¢ associativa, commutativa
ed ammette un elemento neutro (chi ¢ 'elemento neutro?). Caratterizzare i sot-
tospazi che hanno un inverso rispetto a N. Dimostrare o dare un controesempio per
la legge di cancellazione:

SiNT =5NT=25 =25,

(ii) Dimostare che 'operazione + sull’insieme dei sottospazi € associativa, commutativa
ed ammette un elemento neutro (chi ¢ l'elemento neutro?). Caratterizzare i sot-
tospazi che hanno un inverso rispetto a +. Dimostrare o dare un controesempio per
la legge di cancellazione:

S1+4T=5+T=5 =29.

ESERCIZIO 6
Sia V' uno spazio vettoriale e S un sottoinsieme non vuoto. Dimostrare che S ¢ un
sottospazio di V' se e solo se per ogni vy,...,v, € S e per ogni Ay,...,\, € F' abbiamo
che
AM v+ ...+ N, v, €S
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ESERCIZIO 7
Trovare esempi di sottospazi S, U,V di R? tale che

SeMU=Se™V e U#V
ESERCIZIO 8*
Dimostrare che uno spazio vettoriale V' non banale sopra un campo infinito ' non &
unione di un numero finito di sottospazi propri.
[Suggerimento: Per assurdo si assuma che V = S; U... S, con S; < V. Senza perdita

di generalita, si assuma che S; ¢ Sy U...U S,. Si considerino due elementi v & S; e
we S\ (S2U...US,). Siconsideri il sottoinsieme

A={ w+v : X e F},

che & infinito perché F' ¢ infinito. Si ottenga un assurdo dimostrando che ciascun 5;
contiene al pitt un elemento di A.]



