FOGLIO DI ESERCIZI 11: POLINOMI MINIMI DI VETTORI
(RISPETTO AD UN OPERATORE) E OPERATORI CICLICI

ESERCIZIO 1
Si consideri il blocco di Jordan J,,(A\) con autovalore A di ordine m. Sia {e1,..., ey}
la base canonica di F. Dimostrare che il polinomio minimo di e; rispetto a J,,,(\) e

fhes, g (@) = (= A)™ 7 per ogni 1 <i < m.

In particolare J,,,(A) € ciclica con vettore generatore e;.

ESERCIZIO 2
Per ciascuna matrice A; € My(C) dell’Esercizio 4 del Foglio di Esercizi 9, si consideri
I'operatore associato ®; := ® 4, € End(C*). Si consideri il vettore e; della base canonica.
(i) Si calcoli g, o, ().
[Soluzione: Hey, @, () = at; Neh‘l)z(x) = 2% :uel,q’?,(x) = :U“61,‘1>4(‘r) = ZE2.]
(ii) Si trovi una base del sottospazio (®;,e1).

ESERCIZIO 3
Per ciascuna matrice B; € My(Q) dell’Esercizio 5 del Foglio di Esercizi 9, si consideri
I'operatore associato ¥, := ®p, € End(Q*). Si consideri il vettore e; della base canonica.
(i) Si calcoli pre, v, ().
[Soluzione: ,uel,‘l’l(x) = xg; :u€1,‘1’2($) = Mel,‘h('x) = xQ; FL617‘1’3<J:) = :U’€1,‘1’5<x) =

Hey,wg (x) = l‘}
(ii) Si trovi una base del sottospazio (V;, e1).

ESERCIZIO 4
Per ciascuna matrice C; € My(R) dell’Esercizio 6 del Foglio di Esercizi 9, si consideri
I'operatore associato II; :== ®¢, € End(R?). Si consideri i due vettori di R*
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0
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(i) Si calcolino fuy, 11,(x) € py, 1, ().
[Soluzione: fieym, (2) = (22 4 17 € frogm (2) = 2% + 1 fin, 1,(2) = fioy1,(2) =
.%'2—|—1; H"ULHB(:B) = .2?2—|—1 € :uvmns(x) = $2+$+1; Mv1,H4($) = ZE2+1 S ,Uvz,l_[zl(x) = x2;

,le,H5(x) =2*+1le /’L’U27H5(x) = ,le,Hs(w) =2*+1le /’L’U27H6(x) = 'T]
(i) Si trovino delle basi dei due sottospazi (I1;,v1) e (II;, v2).

ESERCIZIO 5
Per ciascuna matrice C; € M,(C) dell’Esercizio 7 del Foglio di Esercizi 9, si consideri
'operatore associato A; := ®¢, € End(C?).

(i) Si consideri i due vettori di C*

v =

o O O

e si calcoli fuy, a,(T) € iy, (T).



(ii) Per ciascun A;, si trovino due vettori wq e wy tale che iy, p, () = T4 € fyy a, () =
T — 1.
[Suggerimento: si considerino degli opportuni vettori wy,wy € (A;, v1).]

ESERCIZIO 6 (NUOVO)

Sia ® € End(V') un operatore ciclico. Dimostrare che la biezione (vista a lezione)

{Sottospazi ®-invarianti} — {Divisori di pew }
%74 < Vi ,U@‘W
¢ tale che W, C W) se e solo se pigw, mq>|w2. In particolare:

d 'u':DKWlﬂWZ) - mCd<:U"I>|W17,u<I>|W2)7
® M¢|(W1+W2) = mcm(u@|W1)/’L¢‘WQ)7
per ogni Wi, Wy < V sottospazi ®-invarianti.

ESERCIZIO 7 (NUOVO)

Sia @ € End(V') un operatore ciclico. Dimostrare che ¢ ¢ indecomponibile se e solo se
[tg € una potenza di un polinomio irriducibile.

[Suggerimento: per l'implicazione = usare la decomposizione primaria; per I'implicazione
< usare 'Esercizio precedente.]

ESERCIZIO 8 (NUOVO)
Sia ® € End(V') un operatore. Si considerino due vettori v e vq tali che med(pe v, s o v,) =
1. Dimostrare che:
(i) (D, v1) D™ (D, v3) = (P, v; + vy).
(ll) Mo vy 4ve = Hd vy * U v+
[Suggerimento:
e dimostrare che (®,v1) N (P, ve) = {0} usando med(pg,v,, flow,) = 1 € Bezout.
o dimostrare che fe vy tvy|ftov - fov, usando che (O, vy 4+ v2) C (P, v1) + (D, v).
o dimostrare che fig 4, [ vy | 4o 01 +v, Usando che (&, v1)N(P, vo) = {0} e med (e, fhowy) =
1.
e notare che (®,v; + vg) C (P, v1) &™ (@, v,) ed hanno la stessa dimensione per
quanto gia mostrato.]

ESERCIZIO 9 (NUOVO)

Sia ® € End(V) un operatore e consideriamo la sua decomposizione primaria V =
Vo(p1) @ ... ® Va(pr). Dimostrare che ® ¢ ciclico se e solo se @y, (,) ¢ ciclico per ogni
1<y <.

[Suggerimento: per 'implicazione = usare il teorema sulla struttura dei sottospazi
invarianti di un operatore ciclico; per I'implicazione < usare 1'Esercizio precedente. |



