
FOGLIO DI ESERCIZI 8: DETERMINANTE

ESERCIZIO 1
Sia A ∈Mn(F ) una matrice triangolare superiore o inferiore. Dimostrare che

det(A) =
n∏

i=1

Ai,i.

ESERCIZIO 2
Sia A ∈Mn(F ) e sia λ ∈ F . Dimostrare che

det(λ · A) = λn det(A).

ESERCIZIO 3
Si consideri una matrice M ∈Mn(F ) triangolare a blocchi, cioè della forma

M =

(
A B
0 C

)
,

con A ∈Mk(F ), B ∈Mk,n−k(F ) e C ∈Mn−k(F ) per qualche 0 ≤ k ≤ n. Dimostrare che

det(M) = det(A) · det(C).

ESERCIZIO 4
Per ogni x1, . . . , xn ∈ F , dimostrare la seguente identità (chiamata identità di Vander-

monde):

det


1 x1 x21 . . . xn−1

1

1 x2 x22 . . . xn−1
2

...
...

...
...

1 xn x2n . . . xn−1
n

 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

[Suggerimento: usare l’induzione su n facendo operazioni elementari sulle righe.]

ESERCIZIO 5
Per ogni σ ∈ Sn, si consideri la matrice P (σ) ∈ Mn(Q) (chiamata matrice di permu-

tazione associata a σ) definita da

P (σ)i,j =

{
1 se j = σ(i),

0 altrimenti.

Dimostrare che
detP (σ) = sgn(σ).

ESERCIZIO 6 (TRACCIA)
Si consideri la seguente funzione (chiamata traccia)

tr : Mn(F ) −→ F,

A 7→ tr(A) :=
n∑

i=1

Ai,i.

Dimostrare che:

(i) tr è un omomorfismo lineare.
(ii) Vale che tr(A ·B) = tr(B · A) per ogni A,B ∈Mn(F ).
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(iii) tr è invariante per similitudine.
(iv) − tr(A) è il coefficiente di xn−1 nel polinomio caratteristico χA(x) = det(xIn − A).

ESERCIZIO 7 (Duale di Mm,n(F ))

(i) Data una matrice A ∈Mm,n(F ), dimostrare che l’applicazione

trA : Mn,m(F ) −→ F

B 7→ trA(B) = tr(A ·B)

è lineare.
(ii) Dimostrare che l’applicazione

Φ : Mm,n(F ) −→ M̂n,m(F )

A 7→ trA

è un isomorfismo.
[Suggerimento: siccome il dominio e il codominio hanno la stessa dimensione,

basta mostrare che Φ è iniettiva.]

2


