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Tutte le risposte vanno argomentate chiaramente.

ESERCIZIO 1 (9 punti)
Sia T l’operatore su C2 definito da

T : C2 −→ C2,(
x
y

)
7→
(

(1 + i)x + (1− i)y
(1− i)x + (1 + i)y

)
.

(A) Dire se T è normale e, in caso affermativo, si trovi una base ortonormale B rispetto
alla quale MB(T ) è diagonale (e si scriva MB(T )).

(B) Dire se T è unitario, Hermitiano, anti-Hermitiano, semipositivo, positivo.
(C) Trovare una decomposizione polare destra di T .

ESERCIZIO 2 (7 punti)
Sia S l’operatore su R3 definito da

S : R3 −→ R3,x1

x2

x3

 7→
2x1 + 2x2

2x1 + 2x2

x3

 .

(A) Dire se S è ortonormalmente diagonalizzabile e, in caso affermativo, si trovi una base
ortonormale C rispetto alla quale MC(S) è diagonale (e si scriva MC(S)).

(B) Dire se S è semipositivo e, in caso affermativo, si calcoli
√
S.

ESERCIZIO 3 (8 punti)

(A) Trovare una proiettività di P2
R che manda i quattro punti

P1 = [1, 0, 0], P2 = [0, 1, 0], P3 = [0, 0, 1], P4 = [1, 1, 1]

nei quattro punti

R1 = [1, 1,−1], R2 = [1, 1, 0], R3 = [1, 2, 1], R4 = [3, 4, 0] .

(B) Si dica se esiste un’affinità di A2
R che manda i quattro punti

Q1 = (0, 0), Q2 = (1, 0), Q3 = (0, 1), Q4 = (1, 1)

nei quattro punti

S1 = (1,−1), S2 = (1, 0), S3 = (2, 1), S4 =

(
4

3
, 0

)
,

e in caso affermativo si scriva una tale affinità.

ESERCIZIO 4 (8 punti)
Nello spazio affine numerico A3

R si considerino il piano affine Π di equazioni cartesiane

Π : {X1 + X2 = 1,
1



e la retta affine

r :=


 t + 1
−t + 1

t

 : t ∈ R

 .

(A) Si scriva Π in forma parametrica e r in forma cartesiana.
(B) Si dica se Π e r sono parallele e si stabilisca se Π e r sono incidenti o sghembe.
(C) Si determinino equazioni cartesiane per le chiusure proiettive Π e r di, rispettiva-

mente, Π e r in P3
R.

(D) Si calcolino i punti all’infinito di Π e r, cioè i sottospazi proiettivi Π ∩H0 e r ∩H0

(dove H0 è l’iperpiano all’infinito).
(E) Si determini l’intersezione Π ∩ r e si calcoli dim(Π + r).

ESERCIZIO 5 (8 punti)
Sia (V, 〈,−,−〉) un R-spazio vettoriale munito di un prodotto scalare.
Si consideri la seguente applicazione lineare

L : End(V ) −→ Bil(V ),

T 7→ LT : V × V −→ R,
(x, y) 7→ LT (x, y) := 〈T (x), y〉,

(A) Dimostrare che L è un isomorfismo lineari di R-spazi vettoriali.
[Suggerimento: basta (perché?) mostrare che L è iniettivo.]

(B) Dimostrare che T è simmetrico se e solo se LT è simmetrico.
(C) Dimostrare che T è anti-simmetrico se e solo se LT è anti-simmetrico.
(D) Dimostrare che T è un operatore positivo se e solo se LT è un prodotto scalare.
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