ESERCIZI SU FORME BILINEARI ALTERNE

ESERCIZIO 1

Sia (V, B) uno spazio simplettico non-degenere. Dimostrare che ogni elemento del
gruppo simplettico Sp(V, B) ha determinante uguale a 1.
[Suggerimento: si usi che Sp(V, B) ¢ generato da trasvezioni simplettiche.]

ESERCIZIO 2
Sia V' = K? e consideriamo la forma simplettica canonica (o standard)

T )
B = — .
<(y1) ) (m)) T1Y2 — T2l

(i) Dimostrare che ogni elemento di Sp(V, B) ¢ della forma

nA ((5)) =A- <§> per una matrice A € Ms5(K) tale che detA = 1.

(ii) Data A = (? }) scrivere n4 come prodotto di trasvezione smplettiche.

(iii) Scrivere ogni elemento 74 come prodotto di trasvezioni simplettiche.
ESERCIZIO 3
Sia (V, B) un F-spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e sia € una base simplet-

tica di V, ordinata in modo tale che M¢(B) = ( On [">. Sia T" € GL(V) e scriviamo

= é g) con A, B,C,D € M,(F).

Dimostrare che:

Me(T)

t _ Rt
(i) aggiunto di T : (V, B) — (V, B) ha matrice Mg(T?¥) = D B )

-Cct A
(ii) T & un’auto-isometria di (V, B) se e solo se valgono le seguente condizioni:
—C' A+ A C=0,,
D' B+B'-D=0,,
Ot B+ A.D=1,
— D' A+ B'".C=—1,.

ESERCIZIO 4

Sia (V, B) un F-spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e sia € = {uy, vy, ..., Up, Vp}
una base simplettica di V', ordinata in modo tale che Mg (B) = diag ((_01 (1)) e (_01 (1)) )

Per ogni scalare a € F' e per ogni 1 < ¢ < n, mostrare che le trasvezioni simplettiche 7,,, ,
1



e T,, o hanno matrici associate uguali a

. 1 —a
MS(Tui,a) = dlag ]27. Cey (0 1 ) 5o .,]2 s

. 1 0
Me¢(1y,,0) = diag | I, .. ., (a 1) U A

ESERCIZIO 5
Sia (V, B) un F-spazio vettoriale simplettico. Siano v,w € V' \ {0} e a,b € F. Di-
mostrare che:

a=b=0 oppure
Tv,a = Twp <
’ ’ w=MA e a=Mb peruncerto ) € F\ {0}.

ESERCIZIO 6
Sia consideri le seguenti forme bilineare alterne su V' = Q" date in termini della base
canonica {eq,...,e,}:

(A) B (Zle T;€;, Z?:l yj€j> = T1Y2 — T2Y1-
(B) B (Z?:1 L€, Z?:l yj€j> = T1Y2 + 221Y3 — TaY1 — Tays — 223Y1 + T3Yo.

(C) B (Z?:l Li€i, Z?:l yj€j> = T1Y2 — T1Y3 — T1Y4 — ToY1 — T2Y3 + T3Y1 + T3Y2 — T3Ys +
TaY1 + TalYs3-
(D) B (Zle Ti€;, Z?Zl yj€j> = T3l +T1Y3 — T3Y2 + T2Ys — Tay1 + T1Ys — 204Y2 + 2T2Ya.
Per ciascuna delle forme bilineari alterne precedenti:
(i) Trovare una base simplettica di (V, B).

(i) Calcolare il rango di B e dire quando B ¢ non degenere.

ESERCIZIO 7
Sia V = K? (con K campo arbitrario) con base canonica € := {e1, ea}. Si consideri la
forma bilineare

2 2
B (Z T;i€i, Z%‘%) = 2w1Y2 — 2w2y1,
=1 =1

e Poperatore T' € End(K?) definito da

2
2.CE1 — X2
(;1 xT;e ) 5 €1+ 2x1e9

(i) Dimostrare che B ¢ alterna e non degenere.

(ii) Trovare una base simplettica di (V, B).

(iii) Dimostrare che T' ¢ un’isometria di (V, B).

(iv) Scrivere T' come prodotto di trasvezioni simplettiche.

ESERCIZIO 8



Sia V = K* (con K campo arbitrario) con base canonica & = {ey, e, €3, e, }. Conside-
riamo la forma bilineare

4 1
B (Z ziei, yj€j> = T1Y2 — T1Y3 + T1ys — Loy + LYy + Tays — TaY1 — TaYs
i=1 =1

e l'operatore T' € End(V') definito da

4
T (Z xiei> = (221 — w2+ 23 — x4)ey + (@1 + 223 — 3xy)en + (3ws — dxy)es + (x5 — T4)e4.
i=1

i) Dimostrare che B ¢ alterna e non degenere.

(ii) Scrivere (V, B) come somma diretta ortogonale di due piani simplettici iperbolici.
(iii) Dimostrare che T' & un isometria di (V, B).

(iv) Scrivere T come prodotto di trasvezioni simplettiche di (V| B).



