
ESERCIZI SU FORME BILINEARI ALTERNE

ESERCIZIO 1
Sia (V,B) uno spazio simplettico non-degenere. Dimostrare che ogni elemento del

gruppo simplettico Sp(V,B) ha determinante uguale a 1.
[Suggerimento: si usi che Sp(V,B) è generato da trasvezioni simplettiche.]

ESERCIZIO 2
Sia V = K2 e consideriamo la forma simplettica canonica (o standard)

B

((
x1
y1

)
,

(
x2
y2

))
= x1y2 − x2y1.

(i) Dimostrare che ogni elemento di Sp(V,B) é della forma

ηA

((
x
y

))
= A ·

(
x
y

)
per una matrice A ∈M2,2(K) tale che detA = 1.

(ii) Data A =

(
2 1
1 1

)
scrivere ηA come prodotto di trasvezione smplettiche.

(iii) Scrivere ogni elemento ηA come prodotto di trasvezioni simplettiche.

ESERCIZIO 3
Sia (V,B) un F -spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e sia E una base simplet-

tica di V , ordinata in modo tale che ME(B) =

(
0n In
−In 0n

)
. Sia T ∈ GL(V ) e scriviamo

ME(T ) =

(
A B
C D

)
con A,B,C,D ∈Mn(F ).

Dimostrare che:

(i) l’aggiunto di T : (V,B)→ (V,B) ha matrice ME(T
adj) =

(
Dt −Bt

−Ct At

)
.

(ii) T è un’auto-isometria di (V,B) se e solo se valgono le seguente condizioni:
− Ct · A+ At · C = 0n,

−Dt ·B +Bt ·D = 0n,

− Ct ·B + At ·D = In,

−Dt · A+Bt · C = −In.

ESERCIZIO 4
Sia (V,B) un F -spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e sia E = {u1, v1, . . . , un, vn}

una base simplettica di V , ordinata in modo tale cheME(B) = diag

((
0 1
−1 0

)
, . . . ,

(
0 1
−1 0

))
.

Per ogni scalare a ∈ F e per ogni 1 ≤ i ≤ n, mostrare che le trasvezioni simplettiche τui,a
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e τvi,a hanno matrici associate uguali a

ME(τui,a) = diag

I2, . . . ,︸ ︷︷ ︸
i−1

(
1 −a
0 1

)
, . . . , I2

 ,

ME(τvi,a) = diag

I2, . . . ,︸ ︷︷ ︸
i−1

(
1 0
a 1

)
, . . . , I2

 .

ESERCIZIO 5
Sia (V,B) un F -spazio vettoriale simplettico. Siano v, w ∈ V \ {0} e a, b ∈ F . Di-

mostrare che:

τv,a = τw,b ⇔

{
a = b = 0 oppure

w = λv e a = λ2b per un certo λ ∈ F \ {0}.

ESERCIZIO 6
Sia consideri le seguenti forme bilineare alterne su V = Qn date in termini della base

canonica {e1, . . . , en}:

(A) B
(∑2

i=1 xiei,
∑2

j=1 yjej

)
= x1y2 − x2y1.

(B) B
(∑3

i=1 xiei,
∑3

j=1 yjej

)
= x1y2 + 2x1y3 − x2y1 − x2y3 − 2x3y1 + x3y2.

(C) B
(∑4

i=1 xiei,
∑4

j=1 yjej

)
= x1y2 − x1y3 − x1y4 − x2y1 − x2y3 + x3y1 + x3y2 − x3y4 +

x4y1 + x4y3.

(D) B
(∑4

i=1 xiei,
∑4

j=1 yjej

)
= −x3y1 +x1y3−x3y2 +x2y3−x4y1 +x1y4−2x4y2 +2x2y4.

Per ciascuna delle forme bilineari alterne precedenti:

(i) Trovare una base simplettica di (V,B).
(ii) Calcolare il rango di B e dire quando B è non degenere.

ESERCIZIO 7
Sia V = K2 (con K campo arbitrario) con base canonica E := {e1, e2}. Si consideri la

forma bilineare

B

(
2∑

i=1

xiei,
2∑

j=1

yjej

)
= 2x1y2 − 2x2y1,

e l’operatore T ∈ End(K2) definito da

T

(
2∑

i=1

xiei

)
=

2x1 − x2
2

e1 + 2x1e2.

(i) Dimostrare che B è alterna e non degenere.
(ii) Trovare una base simplettica di (V,B).
(iii) Dimostrare che T è un’isometria di (V,B).
(iv) Scrivere T come prodotto di trasvezioni simplettiche.

ESERCIZIO 8
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Sia V = K4 (con K campo arbitrario) con base canonica E = {e1, e2, e3, e4}. Conside-
riamo la forma bilineare

B

(
4∑

i=1

xiei,

4∑
j=1

yjej

)
= x1y2 − x1y3 + x1y4 − x2y1 + x3y1 + x3y4 − x4y1 − x4y3

e l’operatore T ∈ End(V ) definito da

T

(
4∑

i=1

xiei

)
= (2x1− x2 + x3− x4)e1 + (x1 + 2x3− 3x4)e2 + (3x3− 4x4)e3 + (x3− x4)e4.

(i) Dimostrare che B è alterna e non degenere.
(ii) Scrivere (V,B) come somma diretta ortogonale di due piani simplettici iperbolici.

(iii) Dimostrare che T è un isometria di (V,B).
(iv) Scrivere T come prodotto di trasvezioni simplettiche di (V,B).
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