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Tutte le risposte vanno argomentate chiaramente.

ESERCIZIO 1(8 punti)
Sia V' = K* (con K campo) con base canonica & = {ey, es,€3,¢e,4}. Consideriamo la
forma bilineare

4 4
B (Z i€, Z yj€j> = T1Y2 — T1Y3 + T1Ys — ToY1 + T3Y1 + T3Ys — TaY1 — T4Y3
i=1 j=1

e l'operatore 7' € End(V') definito da

4
T (Z xi€i> = (21’1 — T3 + T3 — I4>€1 + (Il + 25(]3 — 31’4)62 + (31’3 — 4ZE4)€3 + (ZL‘3 — .174)64.
=1

(i) Dimostrare che B ¢ antisimmetrica e non degenere.

(ii) Scrivere (V, B) come somma diretta ortogonale di due piani simplettici iperbolici.
(iii) Dimostrare che T ¢ un isometria di (V, B).
(iv) Scrivere T come prodotto di trasvezioni simplettiche di (V, B).

ESERCIZIO 2(8 punti)
Sia V' = (Z/37Z)* con base canonica {ey, ez, €3,¢e4} € si consideri la forma bilineare

4 4
B <Z Zieq, Z yj€j> = T1Y1 + ToYo — T1Ys — TalY1 — T2Y3 — T3y + 273Y3.
i=1 j=1

imostrare che B ¢ simmetrica e non degenere e calcolarne il discriminante.
rovare una base di V rispetto alla quale B abbia forma canonica.

rovare un sottospazio totalmente degenere massimale di (V, B).

rovare un sottospazio iperbolico massimale di (V) B).

eterminare una decomposizione anisotropica di (V, B).
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ESERCIZIO 3(8 punti)

Siano (Vi, By) e (Va, By) due spazi ortogonali non-degeneri (su un campo K di caratter-
istica diversa da 2) di dimensione uguale a dim(V}) = dim(V3) := 2m + 1, con m € Ny.
Assumiamo che w(B;) = w(By) = m (dove w(B;) e lindice di Witt di (V;, B;)). Di-
mostrare che (Vi, By) e (Va, Bs) sono isometrici se e solo se disc(B;) = disc(Bs).

[Suggerimento: Si considerino le decomposizioni anisotropiche di (Vi, By) e (Va, Ba). |

ESERCIZIO 4(6 punti)
Sia R munito del prodotto scalare standard (—, —) e sia & = {ej, ez, e3} la base
canonica. Sia T € End(R?) I'operatore definito da

3
Ty — T Ty — T
T (Zﬁﬂ&) = 5 261—|— 2 5 162+2x363.

(i) Dire se T' ¢ normale, ortogonale, simmetrico, anti-simmetrico, semipositivo, positivo.
(ii) Se T & normale, trovare una base ortonormale F di (R? (—, —)) tale che Mz #(T)
¢ in forma canonica.
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ESERCIZIO 5(8 punti)

Sia C? munito del prodotto scalare standard (—, —) e sia £ = {e;, ea} la base canonica.
Sia T' € End(C?) l'operatore definito da

2 . . . .
1+2 -2 — 2 1+2
T (Z xiei> _ (14 2i)a4 —; ( i)xo - (2+1d)xy —;( + 2i)xy o

i=1

(i) Dire se T' ¢ normale, unitario, Hermitiano, anti-Hermitiano, semipositivo, positivo.

(ii) Se T' & normale, trovare una base ortonormale F di (C? (—, —)) tale che Mz #(T)
¢ in forma canonica.

(iii) Trovare una decomposizione polare di 7" e dire se ¢ unica o no.
ESERCIZIO 6(6 punti)
Nel piano proiettivo numerico P% (con K campo), si consideri la conica:
C = {X()Xl + X1X2 + XOX2 = 0}

(i) Supponiamo che K = R. Trovare una proiettivita di P4 che trasforma C in forma
canonica.

(ii) Supponiamo che K = C. Trovare una proiettivita di P4 che trasforma C in forma
canonica.



