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Esercizio .1. Dimostrare che in uno spazio vettoriale euclideo (V,<,>) si

hanno le seguenti identità per ogni v, w ∈ V :

(a) ∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = ∥v∥2 + ∥w∥2

(b) ∥v + w∥2 − ∥v − w∥2 = 4 < v,w >

Esercizio .2. Applicare il procedimento di Gram-Schmidt per costruire una

base ortonormale a partire dalle seguenti basi su R3 (dotato del prodotto

scalare standard):

(a) (1, 1, 1), (1, 0, 1), (3, 2, 3)

(b) (1, 1, 1), (−1, 1,−1), (1, 0, 1)

Applicare lo stesso procedimento dotando R3 del seguente prodotto scalare:

< x, y >= x1y1 + 2x2y2 − x1y2 + x3y3

(veri�care prima che tale forma bilineare de�nisce e�ettivamente un prodotto

scalare su R3).

Esercizio .3. Dimostrare che i numeri complessi di modulo 1 costituiscono

un sottogruppo del gruppo moltiplicativo C∗ isomorfo a SO(2).

Esercizio .4. Stabilire quali delle seguenti forme sono sesquilineari e cal-

colare la matrice associata rispetto alla base canonica. Dire inoltre se sono

Hermitiane o anti-Hermitiane e, in caso a�ermativo, ricondurle alla forma

canonica di Sylvester:

(a) <,>: C2 × C2 → C tale che < x, y >= x1y1 + ix1y2 + ix2y1

(b) <,>: C2 × C2 → C tale che < x, y >= x1y1 + 2ix1y2 − 2ix2y1

(c) <,>: C2 × C2 → C tale che < x, y >= x1y1 + 2x2y2
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(d) <,>: C2 × C2 → C tale che < x, y >= i|x1||y1|

(e) <,>: C2 × C2 → C tale che < x, y >= 1 + x1y1 + x1y2

(f) <,>: C3 × C3 → C tale che < x, y >= x1y2 − x3y2 + x2y3

(g) <,>: C4 × C4 → C tale che < x, y >= x21 − 2x3y2 + x4y3

(h) <,>: C[x]≤2 × C[x]≤2 → C tale che < f, g >=
∫ 2π
0 g(γ(s))h(γ(s))ds

dove γ : [0, 2π] → C è tale che s 7→ cos s+ i sin s = eis

(i) <,>: C4 × C4 → C tale che < x, y >= x1y2 − x2y1 + ix3y1 − x1y3

Esercizio .5. Usando il procedimento di Gram-Schmidt, ortonormalizzare

la seguente base di C3 rispetto al prodotto Hermitiano standard:

B = {(i,−i, 0), (0, i, 0), (0, i, i)}
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