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Esercizio .1. Stabilire se gli operatori con le seguenti matrici associate

de�niscono un prodotto scalare su R:

A =

(
2 1
1 2

)
, B =

(
1 −1
−1 2

)
, C =

1 2 3
2 0 1
3 1 1

 , D =

 1 −1 0
−1 0 1
0 1 2


Esercizio .2. Dimostrare che un operatore normale su uno spazio vettoriale

complesso dotato di prodotto interno è auto-aggiunto se e solo se tutti i suoi

autovalori sono reali.

Esercizio .3. Assumiamo che T ∈ End(R3) sia un operatore lineare tale

che B = {(1, 1, 1), (1,−1, 0), (0, 1,−1)} sia una sua base di autovettori corri-

spondenti agli autovalori a, b, c. Provare che T è auto-aggiunto se e solo se

b = c.

Esercizio .4. Sia T un operatore lineare su uno spazio vettoriale complesso

dotato di prodotto interno. Dimostrare che le seguenti a�ermazioni sono

equivalenti:

(a) T è normale

(b) Ogni sottospazio T -invariante è T ∗-invariante

(c) Se U è un sottospazio T -invariante allora T⊥ è T -invariante.

Esercizio .5. Dimostrare che se dim(V ) ≥ 2 allora l'insieme degli operatori

normali su V non costituisce un sottospazio vettoriale di End(V ).

Esercizio .6. Dare un esempio di un operatore lineare T su uno spazio vet-

toriale dotato di prodotto interno tale che T abbia un sottospazio invariante

il cui ortogonale non è invariante per T .

Esercizio .7. Dimostrare o confutare la seguente a�ermazione:

l'operatore identità su K3 ha in�nite radici quadrate auto-aggiunte.
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Esercizio .8. Dimostrare che, se T ∈ End(V ) è un operatore positivo su V
allora T k è un operatore positivo per ogni k ∈ Z.

Esercizio .9. Assumiamo che T ∈ End(V ) sia un operatore positivo su

un K spazio vettoriale V dotato di prodotto interno <,> e de�niamo [, ] :
V × V → K tale che [v, w] =< T (v), w >. Provare che [, ] ùn prodotto

interno su V . Consideriamo poi un operatore S ∈ End(V ) dove con S∗

indichiamo l'aggiunto di S rispetto a [, ], provare che S∗ = T−1S∗T .

Esercizio .10. Sia T ∈ End(K3) con K = R,C l'operatore de�nito da:

T (x1, x2, x3) = (x3, 2x1, 3x2)

trovare esplicitamente una decomposizione polare per T ossia trovare una iso-

metria S ∈ End(V ) tale che T = S
√
T ∗T . Fare la stessa cosa per l'operatore

T ∈ End(R3) de�nito dalla matrice MT =

 0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

.
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