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1. Mostrare con un esempio che in uno spazio topologico generico, data una
successione il suo limite non é unico.

Sia X uno spazio T>. Dimostrare che ogni successione convergente ha li-
mite unico.

In uno spazio metrico ogni successione ha limite unico?.

SOL: Sia X uno spazio topologico con la topologia banale. Ovviamente
Vx,, successione, lim,,_,o £, = z,Vz € X.

La proposizione si dimostra per assurdo. Siano z,z’ € X e supponia-
mo che data una successione {x,}, x e 2’ siano i suoi limiti distinti, cioé
limy, o0 T = x € lim,, oo x,, = 2’ con x # z'.

Per ipotesi X & T2, allora 3U e U’ aperti, con x € U e 2’ € U’ tali che
unu’ =0.

Ma la successione é convergente, quindi esistono ny e ny € N tali che
T, €U Nn > ny e x, € U',Vn > ny.

Se ng = max{ny, ny-}, allora z, € U NU'Vn > ng che é assurdo.

Se X é metrico, allora é anche di Hausdorff, allora per sopra ogni succes-
sione convergente ha limite unico.

2. Dimostrare che:

e Ogni spazio metrico soddisfa il primo assioma di numerabilita;

e Ogni spazio metrico separabile é a base numerabile;
SOL:

e Basta vedere che, dato X spazio metrico, Vz € X, {B(z,27"), n € N}
é un sistema fondamentale di intorni numerabile.

e Sia (X, d) uno spazio metrico separabile e scegliamo un sottoinsieme
E C X denso e numerabile. E sufficiente dimostrare che la famiglia
numerabile di palle aperte B = {B(e,27") | e € E,n € N} é una
base della topologia. Siano U un aperto di X ed x € Uj; sia inoltre
n € N un intero tale che B(x,2'~™) C U. Poiché F é denso esiste e €



ENB(z,2~"); per simmetria il punto = appartiene alla palla B(e, 27"
e per la disuguaglianza triangolare B(e,2~" C B(z,2!™") C U.

3. Si consideri la retta di Sorgenfrey definita come Rg = (R,7) con 7 =
{la,b] |a < b,a,beR}.

e Dimostrare che la topologia 7 cosi definita é pia fine della topologia
euclidea;

e Rg é separabile?;

e Rg é primo-numerabile?;

e Rgs é secondo-numerabile?;

e Rg & metrizzabile?
SOL:

¢, d|.
e Rg & separabile, infatti Q C R é denso e numerabile.

e 7 ¢é pit fine, infatti (a,b) = U o,

e Rg é primo-numerabile, Vo € R{[z,2 + 27" |n € N} é un sistema
fondamentale di intorni.

e Rg non é secondo numerabile. Infatti Vo € R,z € [z, 4o0o[ allora
esiste U, € B, base tale che z € U, C [z, +0o0].
In particolare, se z < y, allora x non appartiene a U,. Allora U, #
Uy. Allora R — B, x +— U, ¢é iniettiva, allora 3 non é numerabile.

e Rg non é metrizzabile, perché é uno spazio separabile ma non a base
numerabile.

4. Dimostrare che A € X, con X metrico e completo, é chiuso se e solo se é
completo rispetto alla metrica indotta.

SOL: Supponiamo che A é chiuso. Ogni successione di Cauchy in A é una
successione di Cauchy in X. Allora converge ad un a € A. Allora se A ¢
chiuso, A é completo.

Viceversa, ogni successione di Cauchy a valori in A che converge in a € A
é di Cauchy in (4, d), allora se A é completo a € A, allora A = A.

5. Mostrare con un esempio che la completezza di uno spazio metrico non é
invariante topologico. (sugg. Si consideri R e un suo sottoinsieme aperto)
SOL: (R,d), d(x,y) = |z — y| é completo.

(]0, 1], d) non é completo.
Per6 (R, d) = (]0,1[,d).

6. Dimostrare che ogni spazio metrico compatto per successioni X é total-
mente limitato.

SOL: Sia (X, d) uno spazio metrico compatto per successioni e supponiamo
per assurdo che esista r > 0 tale che non sia possibile ricoprire X con un
numero finito di palle aperte di raggio r.

Costruiamo per ricorrenza una successione {a,}, scegliendo a; € X a
piacere e, per ogni n > 1, scegliendo come a, un qualsiasi elemento del
chiuso non vuoto X U;:ll B(ay,r). Siccome vale d(ay, am) = 1 Vn > m,
ne segue che ogni sottosuccessione di {a,} non puo essere convergente,
allora X non é compatto per successioni.



7. Sia A € X, X spazio metrico. A ¢ totalmente limitato se e solo se A é
totalmente limitato.

SOL: Supponiamo che A sia totalmente limitato e sia r > 0; esistono quin-
diay,...,a, € Atali che AC U, B(a;,%).

Scegliendo Vi = 1,...,n un punto b; € B(a;, 5) N A, dalla disuguaglianza
triangolare che b; € B(b;,r), allora A C A C (JI-_, B(b;, 7).

Supponiamo adesso che A sia totalmente limitato e sia r > 0; esistono
quindi ay, . ..a, € Ataliche A C !, B(a;, 5) equindi A C U, B(a;, 5) C
Ur, Blai,r).



