SOLUZIONI DELL’APPELLO C DEL CORSO GE220
(30 GENNAIO 2013)

ESERCIZIO 1 (12 punti) Siano X; e X5 due spazi topologici e sia
A; un sottoinsieme compatto di X; (per ¢ = 1,2). Dimostrare che per
ogni sottoinsieme aperto W C X; x X5 tale che A1 x Ay C W, esistono
sottoinsiemi aperti U; C X; (per ¢ = 1,2) tale che A1 x Ay CU; x Uy CW.

[Suggerimento: dimostrare prima il caso speciale in cui A; consiste di un
punto.]

Soluzione:

Consideriamo prima il caso speciale in cui Ay = {z}, per un certo z € X.
Per ogni y € As, dalla definizione di topologia prodotto segue che esistono
due aperti Uy C X; e V,, C Xy tale che (z,y) € Uy x V,, C W. Siccome
{z} x Ay = Ay & compatto per ipotesi, esiste un insieme finito {y1, -+, yn}
di punti di Ay tali che {z} x Ay € J!,U,, x V,,. E ora facile verificare
che gli aperti Uy := (-, Uy, € X1 e Uz := |J;V,, € X» sono tali che
{:C} X A2 - U1 X UQ - VV7 q.e.d.

Consideriamo adesso il caso generale. Dal caso speciale sopra dimostrato
segue che per ogni x € A; esistono due aperti Uy’ C X; e Uy C X tali che
{z} x Ay C U} x Uy C W. Siccome A; ¢ compatto per ipotesi, esiste un
insieme finito {z1,..., 2, } di punti di A; tali che Ay C U’]n:1 Uy, E ora
facile verificare che gli aperti Uy := U;”Zl Uirj CXielUy:= ﬂ;"zl U;m™ C Xy
sono tali che A1 x Ay C Uy x Uy C W, q.e.d.

ESERCIZIO 2 (12 punti)

Sia f : X — Y una mappa quoziente tra spazi topologici e assumiamo
che X sia compatto e di Hausdorff. Dimostrare che Y ¢ di Hausdorff se e
solo se f € una mappa chiusa.

Soluzione:

Supponiamo che Y sia di Hausdorff. Sia C' un chiuso di X. Siccome X &
compatto, allora anche C' sara compatto. Dunce f(C') ¢ compatto perché la
compattezza si preserva per immagini continue. Siccome Y ¢ di Hausdorff
per ipotesi, allora f(C) deve essere chiuso. Dunque f & una mappa chiusa,
q.e.d.

Supponiamo ora che f sia una mappa chiusa. Siano y; e y2 due punti
distinti di Y. T sottoinsiemi f~!(y1) e f~!(y2) sono chiusi e disgiunti. Sic-
come X € normale (in quanto Hausdorff e compatto), esistono due aperti
disgiunti Uy e Uy di X tali che f=1(y1) C Uy e f~1(y2) C Us. Consideriamo
adesso i sottoinsiemi di Y (per i = 1,2)

Vi=Y\f(X\U)={yeY : [Ty CU}.

Siccome f & una mappa chiusa, allora V; & un aperto di Y (per ¢ = 1,2).
Inoltre V; e V5 sono disgiunti e contengono, rispettivamente, y; e y2 per le
proprieta di Uy e Us. Ne concludiamo che Y & di Hausdorff, q.e.d.
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ESERCIZIO 3 (12 punti)
Sia d la distanza euclidea su R? e 0 Iorigine di R?. Consideriamo la
funzione d* : R? x R? — R>( definita da

« d(z,0) +d(0,y) sex#y,
d(x,w:{o( S e

Dimostrare che:
(i) (3 punti) d* & una metrica su R2.
(ii) (3 punti) La topologia 74+ indotta da d* & piu fine della topologia
euclidea 74 indotta da d; tuttavia 74« # 74.
Dire se:

(a) (3 punti) R? munito della topologia 74+ ¢ Hausdorff o compatto.
(b) (3 punti) d* & completa o totalmente limitata.

Soluzione:
(i) d* & una metrica perché:
e d* ¢ simmetrica: ovvio.
e d*(z,x) = 0 per definizione; se invece = # y allora possiamo
supporre, a meno di scambiare x con y, che z # 0 e dunque

d*(z,y) > d(z,0) > 0.

e d* soddisfa la disuguaglianza triangolare. Infatti, dati tre elementi
x,y e z a due a due distinti (altrimenti la disuguaglianza triango-
lare ¢ banalmente soddisfatta) abbiamo che

d*(z,y) = d(x,0)+d(y,0) < d(z,0)+d(2,0)+d(z,0)+d(y,0) = d*(z, 2)+d" (2, y).
(ii) Osserviamo innanzitutto che per ogni = # y si ha che
d*(z,y) = d(z,0) + d(0,y) = d(z,y).

Quindi la palla B¢ (z) di raggio r e centro z rispetto alla metrica d* &
sicuramente contenuta nella palla B¢(x) di raggio r e centro x rispetto
alla metrica d. Pertanto la topologia 74« & piu fine della topologia
euclidea 74.

Sia ora x # 0 e scegliamo un numero reale € tale che 0 < € < d(z,0).
Allora se y # x abbiamo che

d*(z,y) = d(z,0) + d(y,0) > d(x,0) > e.

Dunque la palla B4 (z) ¢ uguale al singoletto {z}, e quindi {z} €
Tq4+. D’altra parte chiaramente {z} non ¢ un aperto per la topologia
euclidea, e quindi {z} & 74. Cido mostra che 74« # 74.
(a) Sappiamo che 74+ = 74 dal punto (ii). Allora, usando il fatto (ben noto)
che (R? 7,) & di Hausdorff ma non compatto, si ha che:
e (R? 7,) Hausdorff = (R?, 74+) Hausodorff.
e (R?% 74) non compatto = (R?, 74+) non compatto.
(b) Dimostreremo che d* & completa ma non totalmente limitata.
e d* ¢ completa. Infattisia (z,)nen una successione di Cauchy rispetto
alla metrica d*. Siccome d* > d (come mostrato sopra) allora (z,,)
& una successione di Cauchy anche rispetto a d. Siccome la metrica
euclidea d & completa, allora (z,) converge ad un certo elemento
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y € R? rispetto alla topologia euclidea 74. Facciamo ora vedere che
(x,) converge a y anche rispetto alla topologia 74+. Infatti se y =0
allora

d*(.’I}n,Q) == d(.’I)n,Q> — 07
il che mostra che (x,) converge a 0 anche rispetto alla topologia
Tg+. Se invece y # 0 allora, usando il fatto che (x,) ¢ di Cauchy
rispetto a d* e (x,) converge a y rispetto alla topologia 74, si ha

2
che per ogni 0 < € < gd(Q, y) esiste N € N tale

d(xn,y) < € per ognin > N,
d*(xn,xN) < € per ogni n > N.

Per ogni n > N tale che x,, # zy, allora si ha che (usando la
disuguaglianza triangolare per d e le proprietd (*))

d*(Tn, zN) = d(74,0) + d(0,zx5) > d(0,y) — d(wpn,y) +d(0,y) — d(zN,y) =
=2d(0,y) — 2e > ¢,
il che contraddice (*). Dunque necessariamente dobbiamo avere che
xn, = xn per ogni n > N. Siccome (z,,) converge a y rispetto a 74
allora necessariamente xy = y e dunque (x,) converge a y anche
rispetto alla topologia 4.
e d* non ¢ totalmente limitata. Infatti, se lo fosse, siccome d* é

completa (come mostrato sopra), allora (R2, 74+ ) sarebbe compatto,
contrariamente a quanto mostrato in (a).

ESERCIZIO 4 (16 punti)
Si consideri l'azione di Zg := Z/2Z su S™ (con n > 1) tale che 1'azione del
generatore ¢ di Zs € data da:

7:S" —§"
T —2x.

(i) (4 punti) Dimostrare che I’azione sopre descritta ¢ libera e propria-
mente discontinua.
(ii) (4 punti) Dimostrare che S™/Zs ¢ una varieta topologica.
(iii) (4 punti) Dimostrare che S'/Zy & omeomorfo a S!.
(iv) (4 punti) Calcolare il gruppo fondamentale di S™/Zsy per ogni n > 1.

Soluzione:

(i) Dato un punto p € S™ si consideri '’emisfero aperto S, ottenuto in-
tersecando S™ con il semispazio aperto {z € R"™! : (z,p) > 0} dove
(,) & il prodotto scalare euclideo su R"*1. Chiaramente I'involuzione i
manda S, omeomorficamente su S_,. Siccome S, N S_, = (). I'azione
e libera e propriamente discontinua.

(ii) Useremo il fatto ben noto che S™ e una varieta topologica di dimensione
n e dunque soddisfa le proprieta di cui sopra. Sia p : S" — S"/Zs la
mappa di proiezione al quoziente. Siccome 'azione di Zo ¢ libera e
propriamente discontinua (per il punto (i)), allora p & un rivestimento
e dunque un omeomorfismo locale e una mappa aperta.

Dobbiamo mostrare che S"/Zg ¢:
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(a) Hausdorff;
(b) II numerabile;
(c) localmente omeomorfo a R™.

La proprieta (c) segue dal fatto che, essendo p un omeomorfismo
locale, S™/Z3 ¢ localmente omeomorfo a S™ che a sua volta ¢ localmente
omeomorfo a R™ (per esempio via proiezione stereografica).

La proprieta (b) segue dall’analoga proprieta per S™ e dal fatto
che p ¢ aperta: se {Up}nen € una base per la topologia di S™ allora
{p(Uyn) }nen € una base per la topologia di S™/Z,.

Mostriamo la proprieta (a). Siano p(z1) e p(z2) due punti distinti di
S™/Zs. Sia € un numero reale piu piccolo della distanza minima tra i
quattro punti z1, —z1, 22, —29 di S™. Sia U; (per i = 1,2) laperto di S"
ottenuto intersecando S™ con la palla in R"*! di centro z; e di raggio
€. Per la nostra scelta di €, gli aperti Uy U a(Uy) e Uz U a(Usz) sono
disgiunti. Dunque p(U;) e p(Usz) sono due aperti disgiunti di S™/Zs
tali che p(z1) € p(Ur) e p(z2) € p(Uz), q.e.d.

Identifichiamo S' con la sfera unitaria nel piano dei numeri complessi
C. Consideriamo la mappa f : S' — S! che manda z € S' ¢ C
in 22 € S' ¢ C. Chiaramente f ¢ una mappa continua e suriettiva.
Inoltre f & una mappa chiusa in quanto il dominio ¢ compatto e il
codominio ¢ di Hausdorff. Dunque, f ¢ una mappa quoziente. Due
punti distinti z e y sono tali che f(z) = 22 = y?> = f(y) se e solo se
z = —y. Questo implica che f & la mappa quoziente per ’azione di Zo;
in particolare S'/Zy = S, q.e.d.

Se n = 1, usando il punto (iii), otteniamo:

Fl(Sl/Zg) = 7T1(S1) =7.

Supponiamo ora che n > 2. Scegliamo un punto zg € S" e sia
[xo] € S"/Zy la sua immagine tramite la mappa quoziente p : S" —
S™/Zs. Sappiamo che S™ & semplicemente connesso per n > 2; dunque
m1(S", z9) = 0. Inoltre, siccome S™ ¢ localmente connesso per archi e
connesso per archi e I'azione di Zs su S™ ¢ libera e propriamente dis-
continua, allora dalla teoria delle azioni di gruppi libere e propriamente
discontinue sappiamo che

Ly = mi(S" [ L, [wo]) [« (m1(S", w0)) = m1(S" [ Za, [w0))-



